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Opg. 1. (30 punten)
Voor n = 1,2,3,... ziju gegeven de continue functies uy : [0, 1] — R, met u,(0) = sinn en
un(z) = sinn + %sin(n logz) , z #0.
a. Toon aan dat |un(z) — un(y)| < 2|z — y| voor alle z,y € [0,1] en n > 1.

b. Toon aan dat de u, uniform begrensd en uniform equicontinu zijn.

c. Toon aan dat er een rij natuurlijke getallen 77y < ng < ng < ... bestaat met de
eigenschap dat de rij uy,, tny, Ung, . . . uniform convergeert.

Opgave 2. (40 punten)

Laat &, a,b € R constanten zijn en neem aan dat u : [a,b] — R een begrensde, Riemann-
integreerbare functie is. Beschouw de integraaloperator

b
(Ku)(z) =1+ a/a u(y)sin(z + y) dy .
a. Stel |u(z)| < M voor alle z € [a,b]. Bewijs dat
[(Ku)(z1) — (Ku)(z2)| <| of[b— a|M|z1 — 22 .

Bewijs dat dit impliceert dat Ku uniform continu is.

We noteren vanaf nu met C°[a,b] de ruimte van continue functies u : [a, b] — R, voorzien
van de supremumnorm

[u|sup := sup |u(z)| .
z€[a,b]

We merken op dat onderdeel a. impliceert dat de operator K de ruimte C°[a, b] in zichzelf
afbeeldt.

b. Laat u,v € C%a,b]. Toon aan dat
|Ku — Kvlsup < |a|[b— allu — vlsup -

c. Neem nu aan dat |a||b — a| < 1. Bewijs dat K dan een contractie is in C°|a, b].

d. Neem wederom aan dat |a||b — a| < 1. Bewijs dat de integraalvergelijking

b
u(z) =1+ a/ u(y) sin(z + y) dy .

een unieke oplossing u € C°a, b] heeft.



Opg. 3. (Analytisch gladmaken: 30 punten)

We brengen m hermnerlng dat voor willekeurige parameter y € R de “complexe lijninte-
graal” [pe” 5 e gelijk is aan /2.

z2
a. Voor ¢ > 0, laat de functie g. : R — R gegeven zijn door g.(z) = \/21—7@6“55. Bewijs

dat g. voldoet aan de eigenschappen van een approximatie-identiteit:

ge >0, / (z)dzr =1en hm ge(z)dz = 0 voor alle § > 0.
|z|>6

b. Laat nu u : R — R een C! functie zijn met u(zx + 27) = u(z) voor alle z € R. Dan
definieren we u. : R — R als het convolutieproduct

() = /R w(y)ge(e — y) dy = /]R u(e — 1)ge () d

Toon aan dat ue een C* functie is en dat u.(z + 27) = u () voor alle z € R.

c. Het is een stelling dat een 2m-periodieke C' functie u te schrijven is als uniform
convergente Fourier reeks
u(z) = Z uge®

k=—00

waarbij de coéflicienten ug gegeven worden door

up = L[ u(y)e *dy .
27 J_,

Onderdeel b. impliceert nu dat ook u. te schrijven is als uniforme limiet van een reeks
ue(z) = E ugeth®
k=-—00
Toon aan dat de Fouriercoefficienten van u. gegeven worden door

uf, = ug - e kel

Succes!



