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Opgave 1. (Productregel voor differentiatie, 25 punten)

Laat f,g: R — R twee C! functies zijn. Definieer ¢ : R — R? en ¢ : R? — R door

#(t) = (f(t),9(t)) en P(z,y) = zy .

We observeren dat de compositie 9o ¢ : R — R gegeven wordt door (¢ o ¢)(t) = f(t)g(t).

a. Toon aan dat ¢ en 1 beide C! functies zijn en geef een uitdrukking voor de matrices
van afgeleiden D¢(t) en Di(z,y).

b. Gebruik de meerdimensionale kettingregel om te bewijzen dat ¢ o ¢ een C* functie is

en dat
3 (e = s 2D L IO

Opg. 2. (Hyperboloide, 35 punten)

We herinneren eraan dat de cosinus hyperbolicus en de sinus hyperbolicus gedefinieerd
zijn door cosh¢ = L(e? + e7%) en sinh ¢ = L (e — e™?).

Beschouw de afbeeldingen 4 : R? — R3 en g : R3 — R die gegeven worden door

cos 0 cosh ¢
h(0,4) = | sinfcosho | , g(z,y,2) =2’ +1y>—22—1.
sinh ¢

a. Bewijs dat h een immersie is. Geef een maximale open verzameling U C R? waarop h
injectief is.

b. Bewijs dat g een submersie is in alle punten ongelijk (0,0,0). Bewijs dat de nulpunts-
verzameling g~1(0) == {(z,y, 2) | g(z,y,2) = 0 } een 2-dimensionale C® deelvarieteit van
R3 is.

¢. Laat zien dat het beeld van h gelijk is aan de nulpuntsverzameling van g. Maak een
tekening van deze nulpuntsverzameling.



Opg. 3. (Diameter, 40 punten)

In deze opgave is 0 < m < n < oo en M C R” een m-dimensionale, nietlege, gesloten en
begrensde C'*° deelvarieteit van R™. Dit betekent in het bijzonder dat, als X,Y € M twee
vast gekozen punten zijn, er open omgevingen U C R” van X en V C R™ van Y zijn, en
submersies f: U = R™ " eng:V -R*" ™ zodat MNU = f~1(0) en M NV = g~(0).

a. Definieer de functie h : U x V — R2("=m) door

h(z,y) = (f(2),9(y)) -

Toon aan dat h een submersie is. Bewijs hiermee dat het Cartesisch product M x M C R??
een 2m-dimensionale C° deelvarieteit van R?" is.

De afstand tussen twee punten x,y € R" is gedefinieerd als

d(z,y) = ||z —yll -

Het mag bekend verondersteld worden dat M x M nietleeg, begrensd en gesloten is als M
dat is.

b. Toon aan dat de functie d : M x M — R zijn maximum aanneemt in een punt
(X, Y)e M x M met X #Y.

We definieren de diameter van M als

diam(M) = max{d(z,y) | (z,y) e M x M} =d(X,Y),
waarbij X,Y de punten uit onderdeel b. zijn.
c. Bewijs dat er constanten A1, ... A\,—n € R bestaan zo dat

X -V n—m
e — )V , ,
HX—YH ; JVfJ(X)

en dat er constanten i, ..., n—m € R bestaan zo dat

X-Y -l
vy~ & MV
j=1

Hint: de functie d neemt in (X,Y) onder de restrictie A zijn maximum aan.

d. Bewijs nu dat de vector X —Y loodrecht op de beide raakruimten T'x M en Ty M staat.

Succes!



