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Maak alle opgaven. Antwoorden zonder uitleg scoren slecht. Aantekeningen, boeken, rekenma-
chines en andere elektronische hulpmiddelen zijn niet toegestaan. Als je een onderdeel van een
vraag niet kunt maken, mag je het antwoord wel gebruiken in de rest van de opgave. Het cijfer

voor het tentamen wordt berekend met de formule cijfer = 1 + be}“"aldl%men Succes!

Opgave 1 (10 punten). Zij P en () proposities. Bewijs of weerleg de uitspraak
(P Q)= (PA-Q)V(=PAQ).

Uitwerking 1. De waarheidstabel is gegeven door

PIQI(- (PoQ) © (P A Q) V (-P A Q)
T|T|F T T F F F F F
T F|T F T T T T F F
FIT| T F T F F T T T
F|F|F T T F T F T F
De uitspraak =(P <+ Q) <> (P A —Q) V (=P A Q)) is een tautologie, en daarom geldt

~(P o Q)& (PA-Q)V (-PAQ).

Opgave 2 (15 punten). Zij A, B, C' verzamelingen met de eigenschappen
C = AUB,
C = (AuC)NB
A = (AnC)uUB

Bewijs dat geldt A = B = C.

Uitwerking 2. De eerste vergelijking geeft dat A C C en B C C. Omdat A C (, geldt dat
AUC = C. Dus de tweede vergelijking geeft dat C' = C' N B. Hieruit volgt dat C' C B. We
hadden al geredeneerd dat B C C, dus B = C. Omdat A C C, geldt dat AN C = A. De laatste
vergelijking wordt dus A = AU B. Dus B C A. Omdat B = C, geldt C' C A. We hadden al
gevonden, uit de eerste vergelijking, dat A C C, dus we hebben geredeneerd dat A = B = C.

Opgave 3 (15 punten). Zij A, B niet lege verzamelingen, en f : A — B een functie. Bewijs dat f
injectief is, dan en slechts dan als voor alle deelverzamelingen S, 7" C A, geldt dat

fF(SNT) = f(S) N f(T).

Uitwerking 3. We bewijzen eerst, dat als f injectief is, dat geldt dat f(SNT') = f(S)N f(T') voor
alle S, T" C A. Stel dus dat f injectief is, en kies .S, 7" C A willekeurig. Voor alle functies geldt de
inclusie
f(SNT) C f(S)N f(T),

wantalsy € f(SNT),danisereenz € SNT, met f(z) =y. Dusxz € Senxz € T. Er geldt
dat f(z) € f(S)en f(x) € f(T),dusy € f(S)N f(T). Voor de omgekeerde inclusie gebruiken
we de injectiviteit van f. Stel y € f(S) N f(T). Dany € f(S)eny € f(T). Eris dus een
x € S zodat f(xr) = y,eneriseen 2’ € T zodat f(2') = y. Maar uit injectiviteit van f volgt
dandatz = 2’ endus z € SNT, met f(x) = y. Dusy € f(SNT). We hebben bewezen dat



fS)Nf(T) C f(SNT),endusdat f(S)N f(T)=f(SNT).

We bewijzen nu de omkerering. Stel nu dat voor alle S, 7" C A geldtdat f(SNT) = f(S)N f(T).
Neem a, b € A willekeurig en definieer S = {a} enT' = {b}. Alsa # bdan f(SNT) = (), en dus
f(S)N f(T) = f(0) = 0. Maar dat betekent dat f(a) # f(b), en dus is f is injectief.

Opgave 4 (15 punten). Zij ~ de relatie op Z gedefinieerd door z ~ y, dan en slechts dan als er een
k € Z is zodat 4x 4+ y = bk.

a) Bewijs dat ~ een equivalentierelatie is.
b) Geef een volledig stelsel representanten voor ~.

Uitwerking 4.

a) Stiekem is deze equivalentie gewoon congruentie modulo 5, want als 4x + y = 5k, dan
r—y = —(y+4x—5x) = —5(k+x),enals x—y = 5, dan dx+y = 4o+ (z—>51) = 5(x—1).
We zijn hiermee klaar, omdat in het college al is bewezen dat congruentie modulo 5 een
equivalentierelatie is. Maar we kunnen dit natuurlijk ook vanuit de definitie bewijzen, wat
het idee van de opgave was.
reflexiviteit Zij z € Z. Omdat 4x +z = dx,enx € Z geldt x ~ z.
symmetrie Zijz,y € Z,enstel datx ~ y. Danisereen k € Z zodat 4x+y = Hk. Vermenigvuldig
beide kanten van de vergelijking met vier, dan geldt dat 16x + 4y = 5(4k) en dus dat
4y + x = 5(4k — 3z). Het is duidelijk dat 4k — 3z € Z en dus dat y ~ z.
transitiviteit Zij x,y,2 € Zmetx ~ yeny ~ z. Danzijner k,| € 7Z zodat 4z + y = 5k en
4y + z = b5l. Tel deze vergelijkingen op, dan krijg je

dr + 5y + 2z = 5(k + 1),

endusdr +2z=5(k+1—y). Omdatk + [ —y € Z, geldt = ~ .
Dus ~ is een equivalentierelatie.
b) Een volledig stelsel representanten voor ~ is bijvoorbeeld S = {0,1,2,3,4}. Al deze
elementen geven verschillende klassen, en Z = [0] U [1] U [2] U [3] U [4], wat te zien is uit
deling met rest.

Opgave 5 (15 punten). Zij f : R — R de functie gedefinieerd door

T als T €L
f(x) = :
r+3 als reER—-Z

a) Bereken het beeld van [3,5) onder f, en bewijs dat je antwoord klopt.
b) Bewijs dat f bijectief is.

Uitwerking 5.
a) Het beeld van [3, 5) onder f is

f(13,5)) = {3,4y U (6,7) U(7,8).
Er zijn namelijk slechts twee gehele getallen in [3, 5), en dat zijn 3en 4, en dus f({3,4}) =
{3,4}. Verder bevat (3,4) en (4, 5) geen gehele getallen, dus f((3,4)) = (6,7)en f((4,5)) =
(7,8). Er geldt dat f([3,5)) = f({3,4}) U f((3,4)) U f((4,5)) = {3,4} U (6,7) U(7,8)
b) De functie g : R — R gedefinieerd door

() T als T €L
x:
9 r—3 als reR-Z'



is een inverse van f. We bewijzen dit. Eerst bewijzen we dat g een rechtsinverse is. Neem
r€R. Alsx € Z,dan fog(z) = f(g(x)) = f(x) =x. Alsz € R—Z,danz—3 € R-7Z,
endus fog(x) = f(g9(x)) = f(x —3) = (r — 3) + 3 = z. g is een rechtsinverse van f.
Nu bewijzen we dat g een linksinverse van f is. Neem x € R, Als x € Z, dan f(z) = z en
x €Z,dusgo f(zr)=g(f(z)) =g(z) =2. Alsx € R—Z,danz + 3 € R — Z, en dus
go f(x) =g(f(z)) = g(x+3) = (x+ 3) — 3 = z. g is een linksinverse van f, we hadden
al bewezen dat g een rechtsinverse is, en het is dus de inverse van f. f is dus bijectief, wat
bewezen is op het college. Je kan natuurlijk ook uit de definitie bewijzen dat f bijectief is.

Opgave 6 (10 punten). Bewijs, met behulp van inductie, dat
m—1

> (1+3n(n+1)) =m’,

n=0

voor alle m € N.

Uitwerking 6. Voor de basisstap m = 1 checken we dat

i(l—i_gn(n—{_l)):Z(1+3n(n—{—1)):1+0:13:m3‘

Stel nu dat de uitspraak waar is voor m, dan willen we aantonen dat de uitspraak ook waar is voor
m + 1. Er geldt
(m+1)—1 m—1
> (@43n(n+1)) = (143n(n+1))+1+3m(m+1).
n=0 n=0
De inductiehypothese is dat S°7" "' (1 + 3n(n + 1)) = m?, en dus
(m+1)—1
> (@+3n(n+1) =m®+ 1+ 3m(m+ 1) =m® + 3m* + 3m + 1.
n=0
=(m + 1)

Het gevraagde is bewezen.

Opgave 7 (10 punten). Zij I een niet lege verzameling en { A, },c; een familie van verzamelingen
gendexeerd door /. Zij B een verzameling. Bewijs dat geldt:

B-|JAi=(B-A4).

i€l el

Uitwerking 7. We bewijzen eerst dat B — |
Danz € Benz & | J,;
v € B — Avoorelke k € I.Dusw € (,.; (B — A;),dus B —J

et Ai € Mier (B=Ay) . Stel z € (B — ;e Ai)-
A;. Dus voorelke k € I geldtz ¢ Ax. Omdat x € Benx & Ay, geldt dat
il Ai C mie] (B — 4).

We bewijzen nu dat (), (B — A4;) € B — U, Ai- Zij x € ),c; (B — A;). Dat betekent dat voor
alle k € I geldtdatz € B— Ay. Dusz € Benx € Ay vooralle k € I. Dus x & | J,.; Ai. Dus
r € B —J;c; Ai- We concluderen dat (., (B — A;) € B — |J,; Ai, en met het voorgaande dat

B — UiEI A= ﬂz-ef (B - Az‘)-



