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Opgave 2.

a. Het typeerbaarheidsprobleem: Gegeven een gesloten ongetypeerde A-term
M, is er een type A zodanig dat - M : A?

b. Stap 1: het berekenen van een stelsel vergelijkingen.

T0;  \x.zx;a) = T(x:bzz;e)U{b— cral
T(x:byz;d > c)UT(z:b;z;d) U{b—> c=a}
{d—= e~ b,d~bb— cra}l.

Stap 2: pas het unificatie algoritme toe op het in stap 1 gegenereerde stelsel
vergelijkingen. De vergelijking die de stap van het unificatie algoritme
bepaalt staat in boldface.

{br=d—c,brdyjarb—cte) = ({dxd-oc,axd—c},

b= d)

= failure

want d komt voorind - cend #d — c.

Conclusie: de term Az.zx is niet typeerbaar in simpel getypeerde lambda
calculus.

c. Stap 1: het berekenen van een stelsel vergelijkingen.

T(0; dy.(Az.zy)(Az.2);a) = T(y:b(Azzy)(Az.2);e) U{b— cra}

= T(y:bAzxy;d =) UT(y:b;Az.2;d) U
{b—>cr~a}

= T(y:bz:e;zy;fl)U{e— frd—ctU
T(y:b,z:9;2;h)U{g— h~d}U
{b—>cr~a}

= T:bzx:e;z;1— f)UT(y:b,x:e;y;1)
We—- frd—octU{hrg}u
{d~g—h}U{b—>c=a}

= {emi— fiinbe— frd—ochry,
dm~g— h,axb—c}.

Stap 2: pas het unificatie algoritme toe op het in stap 1 gegenereerde stelsel
vergelijkingen. De vergelijking die de stap van het unificatie algoritme
bepaalt staat in boldface.

{emi—> fiimbesfrd—oc,hmg,drg— hamb—cle)

=
{eri— fiimbend frchxgdxg— hanb—cle) =



{d=i— fiinb frchrgdrg—haxb—clle:=d
{g—ahriofixd fxchrgamb—ochle:=d[d:=g— h]
{g=i,hr fiizxb frchrgamb—chle:=d[d:=g— h]
({h~ firb frchxiarb—cl;le:=d|[d:=g— hllg:=1i]
({imfixb frcamb—chle:=d|[d:=g— hl[lg:=i][h:=1]
({f=b,frc,amb— c}ile:=d|[d:=g — h][g :=1][h :=1][i := f]
({b~c,amb—chile:=d|d:=g — hllg:=i][h:=i]li := f][f =]
({amc—chile=d|[d:=g — h][g :=i][h:=1][i := f][f := b][b:= (]
(03 [e == d][d := g = hllg := d][h:=i][i := f][f := b][b:= c]la:= ¢ = ¢]),

)
)
)
)
)
)
)
)

Conclusie: ¢ — ¢ is het principle type van Ay.(Az.zy)(Az.2).

Opgave 3.

a.
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= (Az. My z.22(y2))(Au.w) Aw.w).
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Az Ay Az.zz(yz)) Avu)dwaw) —g  (Ay.Az.(Auwu)z(yz)) (Aw.w)
=g Az.(Av.u)z((Aw.w)z)
-5 Az.z(Aw.w)z)
—g  Az.zz.

Opgave 4.

a. Alle recursieve functies zijn definieerbaar in ongetypeerde A-calculus.

L A



b. Zij F' een willekeurige ongetypeerde A-term. Dan is Y F' met

fp=Af.(Az.f(zz))(Az. f (22))

een fixpoint van F want we hebben:

YF = (AM.(w.f(zz))(Az.f(z2))) F
=5 (Av.F(zz)) (Ae.F(2z))
= F((Ow.F(zz))(Ae.F(zz)))

)
= F((Af.Qz.f(z2))(A2.f(27))) F)
= F(YF).

Opgave 5.

a. Zij F een functie met het volgende gedrag;:

Fo = []
F1 = [1]
F2 = [2,2]
F3 = [3,3,3]

Dus F' kan toegepast worden op een natuurlijk getal. Als n een natuurlijk
getal is, dan is F'n een lijst van natuurlijke getallen ter lengte n. Als
er voor elk natuurlijk getal 7 een type natlist(:) van lijsten natuurlijke
getallen ter lengte ¢ is, dan is F'n van type natlist(n). Het type van Fn
hangt dus af van n.

b. Een fragment van lambda calculus met afhankelijke types, AP, corre-
spondeert via het Curry-Howard-De Bruijn isomorfisme met (eerste orde)

predikatenlogica.
c.
[Vw;?](vw))‘”] By
Iw] —
(Vx.A(x)) — A(N)
d.

w: Iz : 0.A(x) N:0
wN : A(N)
Aw : Tz : 0.A(x).wN : 1z : 0.A(z) —» A(N)




Opgave 6.

a. Az : nat.x : nat — nat,
Az : bool.z : bool — bool.

TFM:Tz:AB TFN:A
T+ MN : Bz := N]

c. Aa:*xXx:az : Ia: Iz : a. a.

d.
Aa:*x Az ra.x : Ia:xIlz:a.a nat : x
(Aa : Az : a.x)nat : Iz : nat.nat
e.
succCy = (MAz:natda:xAs:a—>a.\z:a.5(rasz))Cy

=g A:ikAs:a—adz:a.s(Caasz)
= Aa:xAs:a—a.)z:a.
s((Ad' :xAs':d' = d' A a8 () as2)

=5 Aa:xAs:a—adz:a. s((As' 1a = a2 1as'™(2')) s 2)
=5 Aa:xAs:a— a.dz:a. s((A2:a.s"(2)) 2)

=g Aa:kAs:a— adz:a. s(s"(2))

= da:xAs:a—adz:a. s"T(2)

= Cn+1 .



