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a. Voor iedere vaste x € R is f(z,y) = 0 voor y < x2. Derhalve geldt:

fxta) = [ famay= [~ ay- ﬁ

Dit is de dichtheid van de N (0, 3)-verdeling.
b. De dichtheid van Y is 0 voor y < 0. Voor iedere vaste y > 0 is f(x,y) # 0 alleen voor
—/Y <z < /y. Derhalve is voor y > 0

fY(y)Z/f(a:,y)dac:/;\/;%dx:%/@%.

2
¢ fyWlX =2) = f(z,9)/fx(@) =e@=*),  y>a®
d EY|X =2) = [yfvrwX =z)dy = [ ye~W=2") dy = 1 + 2. De laatste stap volgt
door partiele integratie, of zonder rekenwerk door op te merken dat Y gegeven X = z
verdeeld is als Z + x2 voor een standaard exponentieel verdeelde stochastische grootheid
Z.
e. EY = [E(Y|X =z)fx(z)dz =E(1 + X?) =1+ 1 =3/2, want EX? =var X = 1.

a. Voor z > 0 geldt 1 — Fx(z) =P(X >z)=PY >z,Z >z) =PY > z2)P(Z > z) =
e %e"2® = ¢73%, Dus fx(x) = 3e732. Voor z < 0 geldt fx(x) = 0.

b. Volgens a) bezit X een exponentiéle verdeling met parameter 3. Verwachting en variantie
zijn dus 1/3 en (1/3)%

c. Laat S = lei(i X; voor X1,..., X100 onafthankelijke exponentieel verdeelde stochastische
grootheden. Dan geldt ES = zjﬂﬂ EX; = 100/3, en, vanwege de onafhankelijkheid,
var § = 3719 var X; = 100 * (1/3)2.

d. Volgens de centrale limietstelling is (S — ES)/o(S) bij benadering standaard normaal
verdeeld. Dus

§—ES _ 110/3 100/3)
7(S) 10/3
110/3 — 100/3
10/3

P(S > 110/3) = ]P(

zl—@( )zl—@(l)z0.1586.

e. De som van n onafhankelijke, exponentieel A verdeelde grootheden is Gamma(n, \) ver-
deeld. Dus is S Gamma verdeeld met parameters 100 en 3.

a. De marginale verdeling van X is de geometrische verdeling met parameter 1/4, de kans op
A. We kunnen de rij experimenten immers reduceren tot een rij Bernoulli experimenten
met de uitkomsten A of “niet A” (=B+C) en X is de eerste keer dat A optreedt.

b. Zie het antwoord op c¢) met z = 4, y = 10.

c. Voor 1 < z < y treedt de gebeurtenis {X = z,Y = y} op dan en slechts dan als de
uitkomst van de rij experimenten de vorm heeft

C,C,...,C,A,AC,...,AC,B,ABC, ABC, ...,




waarbij de A op plaats x staat, de B op plaats y, de code AC staat voor “A of
C”, en ABC staat voor “A of B of C”. De kans hierop is P(X = z,Y = y) =
(1/4)*=1(1/4)(1/2)y=*=1(1/2). Voor 1 < y < z geeft een soortgelijke uitsplitsing de
kans P(X = z,Y = y) = (1/4)¥71(1/2)(3/4)*~¥~1(1/4). Alle andere waarden van (z,y)
hebben kans 0.

d. De grootheden X en Y zijn niet onafhankelijk. Bijvoorbeeld P(X =1,Y = 1) = 0, maar
P(X=1)PY =1)>0.

e. De stochastische grootheid Z neemt alleen gehele waarden aan ongelijk 0. Voor z > 0

vinden we
=) P(X=z+yY =y) =) (1/41(1/2)(3/4)* 1 (1/4) = (1/6)(3/4)*~"
waarbij we hebben gebruikt dat 2:?"21(1/4)9_1 =1/(1—-1/4) =4/3. Voor z < 0 vinden
=Y P(X=z+y,Y i (1/4)*Tv=1(1/4)(1/2)"*"1(1/2) = (1/3)27
Yy y=1—z

(De som is over gehele waarden van y zodanig dat zowel y > 1 als z +y > 1, dat wil
zeggen y > 1 — z, en geeft de waarde ) 07, __(1/4)*T¥~1 =377 (1/4)" =4/3 )

a. De schets blijft hier achterwege.
b. Voor z > 0 vinden we, gebruikmakend van de schets bij a),

oo oo 5 oo 1
1—FZ(z):IP’(X2Y>z):/ / e " ydyda::/ —e “dr=e".
1 z/x? 1 Z

Dit is 1 min de verdelingsfunctie van de standaard exponenti€le verdeling.
c. E(X?Y)? = 2, het tweede moment van de standaard exponentiéle verdeling, te berekenen
met parti€le integratie of als de som van variantie en verwachting in het kwadraat.

ReZ-X-Y _ // em2y—m_yf(:v,y) d(z,y) :/ / e e Vdydr =e .
1 Jo

5. Laat Xk = Sk — Sk—l-
a. P(N(t) =0,U; > u) = P(Sl >t,t—So > U) :P(Xl > t) =et,
b. ]P’(N(t) =k, U > u) = ]P’(Sk <t< Sk_|_1,t— Sp > u) = IP(S]C <t—u,t< Sk+1) = P(Sk <
t—u,t < Sk + Xg+1). Gebruikmakend van het feit dat Sy en X ; onafhankelijk zijn en
Gamma en exponentieel verdeeld, kunnen we deze kans schrijven als

// fs.(s)e”*d(s,x) / / — " leT e du ds
(s,z):s<t—u,t<s+zx t—s - 1!

1
_ k—1 —s s —t _ _ k
—/0 (k—l).s ds = —k'e Bt —u)”.

c. De eventualiteit {N(¢) = k,U; > u} kan herschreven worden als {Sx < t — u, Sp+1 >
t} = {N({t—u) = k,N(t) — N(t — u) = 0}. Aangezien de aangroeiingen N (¢t — u) en
N(t) — N(t — u) onafhankelijk en Poisson verdeeld zijn met parameters, respectievelijk
t —u en u, is de kans op deze eventualiteit gelijk aan

1
—(t—u) ~ (4 _ . \k —u
e o (t—u)®xe™™,

hetgeen reduceert tot het antwoord van b).



d. Merk op dat de formule van b) voor k = 0 precies het (correcte) antwoord van a) geeft.
We kunnen deze formule dus toepassen voor alle k£ > 0. Voor k > 1 vinden we uit b)

P(N(t) = k) = P(N(£) = k, U, > 0) = %e‘ttk,

aangezien P(U; > 0) = 1. Bovendien

P(U; > u) = ZIP’(N(t) =k, U >u)=e el =7,
k=0

geldig voor u < t. Uit de definitie van U, volgt dat U; < t met kans 1. Bovendien geldt
dat (u,00) | [t,00) als u 1 ¢ (dwz: voor alle rijten u,, 1t geldt (ui,00) D (u)2,00) D ---
en Ny, (Um, 00) = [t,00).). Daarom is P(U; = t) = P(Uy > t) = limys: P(U; > u) = et De
verdelingsfunctie van U; wordt gegeven door Fyy(u) =1 —e ™ voor 0 < u < t, Fy(u) =1
voor u > t, en Fyy(u) = 0 voor u > 0.

PU, >u,N(t)=k) (t—u)k

P(U; > u|N(t) =k) = PN = F) = 0<uc<t.

Voor u > t is deze voorwaardelijke kans gelijk aan 0, en voor u > 0 is de kans 0.



