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OPMERKINGEN

(i) Bijlage: Table 5.1 uit S. Ross, A first course in probability
(i

)

) Het gebruik van op het werkcollege ingeleverde formulebladen is toegestaan.
(iii) Het gebruik van een rekenmachine is niet toegestaan.

)

(iv) Succes!

OPGAVES

1. Zij gegeven X ~ P met verdelingsfunctie F : R — [0, 1]:

0, als z < 0,
F(z) = ¢ C(1 +sin(z) — cos(z)), als0<z < T,
1, als z > 7,

waarbij C' > 0 een normeringsconstante is.

(a) Geef de dichtheid f : R — R behorende bij de verdeling van X.
(b) Bepaal de waarde van C.

(c) Laat, met behulp van de identiteit cos(z) = sin(§ — z) (geldig voor alle z € R),
zien dat voor alle y € [0, §]:

G-y =rG+v),

en beargumenteer daarmee dat E[X] = 7/4.

(d) Laat met behulp van parti€le integratie zien dat:
w ™
2, 3
z“sin(z)dz = 2 z cos(x) dz,
0 0

(g)Q - 2/0—72£ zsin(z) dz.

Nl

/ z? cos(z) dz
0




(e)

Voer nogmaals een parti€le integratie uit om de integraal

iy

/2 zsin(z) dz
Jo

te berekenen. Gebruik vervolgens het feit dat E[X]| = /4 om de variantie van
X te berekenen.

2. Stel dat X normaal verdeeld is met gemiddelde 7 en variantie 9, i.e. X ~ N(7,9).

(a)

Druk de kans

P(X >4),
uit in termen van de standaard normale verdelingsfunctie ® en geef een nu-
merieke benadering met behulp van tabel 5.1. (zie laatste pagina van dit ten-
tamen. )

Gebruik tabel 5.1 om een (numeriek benaderde) waarde voor ¢ te kiezen waar-
voor

P(X <¢)=0997.
Geef een uitdrukking voor de kans
P(X?*—-14X < —40),

in termen van de standaard normale verdelingsfunctie ® en geef een numerieke
benadering met behulp van tabel 5.1.
[Hint: X? — 14X +49 = (X = 7)2.]

3. Zij gegeven de twee-dimensionale stochastische vector (X,Y’) ~ Pxy met dichtheid
fxy : R? = R:

(d)
(e)

22+ 2y —4zy, als0<z<len0<y<I1,
fxy(z,y) =

0, voor alle andere (z,y) € R2.
Bereken de marginale dichtheden voor X en voor Y.
Zijn X en Y onafhankelijk? Beargumenteer uw antwoord.

Laat zien dat (in dit bijzondere geval) geldt:

Ixiy=y(®) = fxv(2,9) = fyix=2();

vooralle0 <z <1,0<y<1.
Bereken E[X|Y = y] voor alle y € [0, 1].

Bereken de moment-genererende functie Mx(t) voor X (¢t # 0). Om de mo-
menten Ex[X™] te berekenen bestaat in dit geval een slimmere methode dan
het nemen van afgeleides van Mx. Welke?

4. Zijn X1, Xo,... onafhankelijk en gelijk verdeeld (i.i.d) en laat de verdeling van een
enkele waarneming gegeven ziin door de Poisson verdeling X ~ Poisson(\) voor



(d)

Geef de verwachting Ep[X] en variantie Varp|X] voor een enkele meting. Geef
ook de verwachting Ep,[X,] en variantie Varp, [X,] voor het steekproefgemid-
delde.

Welke stelling garandeert dat het steekproefgemiddelde naar A convergeert?
Geef de precieze formulering van de conclusie van die stelling en leg deze met
behulp van een schets van de verdeling van X, rond A uit.

Formuleer de centrale limietstelling en laat zien dat hieruit volgt dat voor sam-
ples met een 'groot’ aantal metingen:

Pn</\~6\/§<)_(n§)\+6\/z> ~ 28(6) — 1.
n

voor alle § > 0.

Veronderstel dat A = 1 en n = 10000. Vind, met behulp van tabel 5.1 uit Ross
en uw antwoord bij onderdeel (c), een waarde voor 1 > 0 zodanig dat

Progoo ( X10000 € (1 —n,1+7]) ~ 0.995.

NORMERING
1(a): 3 2(a): 5 3(a): 3 4(a): 3
1(b): 3 2(b): 5 3(b): 3 4(b): 3
I(c): 3 2(c): 5 3{c): 3 4{c): 4
1(d): 3 3(d): 3 4(d): 5
1(e): 3 3(e): 3
EINDCLJFER = totaal - 0.15 4 1.




TABLE 5.1 AREA @(x) UNDER THE STANDARD NORMAL CURVE TO THE LEFT OF x

x .00 01 02 .03 .04 05 .06 07 .08 .09
0 .5000 5040 5080 5120 5160 5199 5239 5279 5319 5359
1 5398 5438 5478 5517 5557 5596 5636 5675 5714 5753
2 5793 5832 35871 5910 5948 .5987 6026 6064 6103 6141
3 6179 6217 6255 6293 6331 6368 6406 6443 .6430 6517
4 6554 6591 6628 6664 6700 6736 6772 .6808 6844 6879
5 6915 6950 6985 7019 77054 7088 7123 7157 7190 7224
6 7257 7291 7324 71357 7389 7422 7454 7486 517 7549
7 7580 7611 7642 7673 7704 7734 7764 7794 7823 7852
8 7881 7910 7939 7967 7995 .8023 8051 8078 8106 .8133
9 .8159 8186 .8212 8238 .8264 .8289 8315 .8340 .8365 .8389

1.0 8413 8438 8461 8485 .8508 8531 .8554 3577 .8599 8621
1.1 .8643 8665 .8686 8708 8729 8749 8770 8790 .8810 .8830
12 8349 .8369 .8888 8907 8925 .8944 8962 .8980 .8997 9015
1.3 9032 .9049 9066 9082 9099 9115 9131 9147 9162 9177
1.4 9192 5207 9222 9236 9251 9265 9279 9292 9306 9319
1.5 9332 9345 9357 9370 9382 9394 .9406 9418 9429 9441
1.6 9452 9463 9474 19484 9495 .9505 9515 9525 .9535 .9545
1.7 9554 .9564 9573 9582 9591 9599 .9608 9616 9625 .9633
1.8 9641 .9649 9656 9664 9671 9678 .9686 9693 9699 .9706
1.9 9713 9719 9726 9732 9738 9744 9750 9756 9761 9767
2.0 9772 9778 9783 9788 9793 9798 9803 .9808 9812 9817
2.1 9821 9826 9830 9834 9838 .9842 9846 .9850 .9854 .9857
2.2 .9861 9864 9868 9871 9875 9878 9881 .9884 .9887 .9850
2.3 9893 9896 .9898 9901 .9904 .9906 9909 9911 9913 9916
24 9918 .9920 9922 9925 9927 .9929 9931 9932 9934 9936
2.5 .9938 .9940 9941 9943 .9945 9946 9948 9949 9951 9952
2.6 .9953 9955 9956 9957 9959 .9960 9961 9962 9963 9964
2.7 .9965 9966 9967 9968 9969 .9970 9971 9972 9973 .9974
2.8 9974 9975 9976 9971 9977 .9978 9979 9979 .9980 .9981
2.9 9981 9982 9982 .9983 .9984 9984 9985 .9985 .9986 .9986
30 .9987 .9987 .9987 .9988 9988 .9989 .9989 .9989 .9990 .99%0
3.1 .9990 9991 9991 9991 .9992 9992 9992 .9992 .9993 .9993
32 .9993 .9993 9994 9994 9994 .9994 .9994 9995 9995 .9995
33 9995 .9995 .9995 .9996 .9996 .9996 9996 9996 .9956 9997
34 9997 9997 9997 9997 9997 9997 9997 9997 .9997 .9998




