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Opgaves (Uitwerkingen)

1. (a) Gebruik dF/dx(x) = f(x) om af te leiden dat:

f(x) =

{

1

2
αeαx, als x < 0,

1

2
βe−βx, als x ≥ 0,

(b)

E[X] =

∫

R

x f(x) dx =

∫

0

−∞

1

2
αxeαx dx+

∫

∞

0

1

2
βxe−βx dx

=
1

2α

∫

0

−∞

yey dy +
1

2β

∫

∞

0

ze−z dz

waarbij we hebben gesubstitueerd y = αx, z = βx. Partiële integratie geeft:

∫

0

−∞

yey dy = yey
∣

∣

∣

0

−∞

−

∫

0

−∞

ey dy = −ey
∣

∣

∣

0

−∞

= −1,

∫

∞

0

ze−z dz = −ze−z
∣

∣

∣

∞

0

+

∫

∞

0

e−z dz = −e−z
∣

∣

∣

∞

0

= 1.

waaruit volgt dat E[X] = 1/(2β)− 1/(2α).

(c)

Var[X] = E[X2]− (E[X])2 =
1

α2
+

1

β2
−
( 1

2β
−

1

2α

)2

.

(d) We zien dat F (0) = 1

2
, dus de mediaan m[X] = 0 voor alle α, β > 0. Mediaan en

verwachting zijn gelijk als E[X] = 0. Oplossing van de vergelijking 1/(2α)− 1/(2β) = 0
leidt tot α = β.

2. (a)

P
(

X > 4
)

= P
(

X − 3 > 1
)

= P
( X − 3

2
>

1

2

)

.

Omdat X ∼ N(3, 4) is (X − 3)/2 ∼ N(0, 1), dus:

P
( X − 3

2
>

1

2

)

= 1− Φ( 1

2
) ≈ 1− 0.6915 = 0.3085.

waarbij de benadering voor Φ( 1

2
) uit tabel 5.1 afkomstig is.

(b)

P
(

|X − 3| ≤ 1

2

)

= P
(

− 1

2
≤ X − 3 ≤ 1

2

)

= P
(

− 1

4
≤ (X − 3)/2 ≤ 1

4

)

= Φ( 1

4
)− Φ(− 1

4
) = Φ( 1

4
)−

(

1− Φ( 1

4
)
)

= 2Φ( 1

4
)− 1 ≈ 2× 0.5987− 1 = 2× 0.0987 = 0.1974.

waarbij de benadering voor Φ( 1

4
) uit tabel 5.1 afkomstig is.



(c)
P
(

X ≤ ξ
)

= P
(

(X − 3)/2 ≤ (ξ − 3)/2
)

= Φ((ξ − 3)/2) ≈ 0.995.

Uit de tabel lezen we af dat (ξ− 3)/2 = 2.57 voldoet. Daaruit volgt ξ = 8.14. (ξ = 8.16
is ook goed.)

3. (a) Indien x ∈ R \ [0, 1], fX(x) = 0 en als x ∈ [0, 1]:

fX(x) = 6

∫

1

0

(

x2 + 2xy + y2 − 2x− 2y + 1
)

dy = 6
[

x2y + xy2 + 1

3
y3 − 2xy − y2 + y

]1

0

= 6
(

x2 + x+ 1

3
− 2x− 1 + 1

)

= 6(x2 − x+ 1

3
).

(b)

E[X] =

∫

R

xfX(x) dx = 6

∫

1

0

(x3 − x2 + 1

3
x) dx = 6

[

1

4
x4 − 1

3
x3 + 1

6
x2
]1

0
= 1

2
.

(c) Er zijn drie mogelijke methodes om dit probleem op te lossen. Ten eerste, een oplossing
die van een symmetrie van de verdeling gebruik maakt. Merk op dat:

P
(

X + Y ≥ 1
)

+ P
(

X + Y < 1
)

= 1,

Aangezien op het domein [0, 1]2 de dichtheid geschreven kan worden als fXY (x, y) =
6(x + y − 1)2 (een parabolisch profiel waarvan het dal over de lijn x + y = 1 loopt)
zijn de twee termen hierboven gelijk en we concluderen dat P

(

X + Y ≥ 1
)

= 1

2
. De

tweede methode gebruikt de hint als volgt. Om te beginnen geldt: P
(

X + Y ≥ 1
)

=

P
(

(X,Y ) ∈ A,
)

, waarbij:

A =
{

(x, y) ∈ R
2 : x ∈ [0, 1], y ∈ [1− x, 1]

}

.

Dus:

P
(

X + Y ≥ 1
)

=

∫

1

0

∫

1

1−x

fXY (x, y) dy dx = 6

∫

1

0

∫

1

1−x

(x+ y − 1)2 dy dx

= 2

∫

1

0

[

(x+ y − 1)3
]1

1−x
dx = 2

∫

1

0

x3 dx = 1

2

[

x4
]1

0
= 1

2
.

De derde methode gebruikt de hint niet en vereist daarom enig nauwkeurig rekenwerk,
waarbij we weer A gebruiken:

P
(

X + Y ≥ 1
)

=

∫

1

0

∫

1

1−x

fXY (x, y) dy dx

= 6

∫

1

0

∫

1

1−x

(x2 + 2xy + y2 − 2x− 2y + 1) dy dx

= 6

∫

1

0

[

x2y + xy2 + 1

3
y3 − 2xy − y2 + y

]1

1−x
dx

= 6

∫

1

0

(

x2 + x+ 1

3
− 2x− x2(1− x)− x(1− x)2

− 1

3
(1− x)3 + 2x(1− x) + (1− x)2 − (1− x)

)

dx

= 6

∫

1

0

(

− 1

3
(1− x)3 + (1− x)2 − (1− x) + 1

3

)

dx

= 6

∫

1

0

(

− 1

3
u3 + u2 − u+ 1

3

)

du = 6
[

− 1

12
u4 + 1

3
u3 − 1

2
u2 + 1

3
u
]1

0
= 1

2
,

waarbij we in de zesde stap u = 1− x substitueren.


