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Opgave 1. Men kiest blindelings een punt op de cirkelschijf W met
W= {(z,y)eR?* : 2* + y* < 1}.

Stel dit punt voor als een stochastische vector (X,Y’), en maak de voor de hand
liggende veronderstelling dat (X,Y’) homogeen verdeeld is op W.
(i). Wat betekent dit voor IP((X,Y) eB)} voor BC W ? En wat is dus een kans-
dichtheid van (X,Y)?
Zij U de afstand van (X,Y) tot de y-as, dus: U = | X|.
(ii). Bepaal een kansdichtheid van X, en bereken met behulp hiervan EU.
Zij V de kwadratische afstand [afstand in het kwadraat] van (X,Y") tot (0,0).
(iii). Schrijf V in termen van X en Y, en laat met behulp hiervan en van (i) zien
dat V een standaard-homogene verdeling heeft.

(iv). Wat is ‘de’ waardenverzameling van de vector (U,V)? Waarom zijn U en V nu
afhankelijk ?

Opgave 2. Twee personen, I en II, komen op tijdstip ¢ = 0 een postkantoor binnen
en vinden de twee aanwezige loketten vrij. Zij X de bedieningstijd van I en Y die
van II, en veronderstel dat X en Y onafhankelijk en exponentieel (A = 1) verdeeld
zijn. We zijn geinteresseerd in het moment U waarop I of II klaar is en het moment V'

waarop I en II klaar zijn:

U:=min{X,Y} en V:=max{X,Y}.

(i). Bewijs dat U d %X . Aanwijzing: Bepaal van beide variabelen de verdelings-
functie.

Zij F de verdelingsfunctie van de vector (U, V).

(ii). Laat zien dat F(u,v) voor 0 < u < v eenvoudig uitgedrukt kan worden in
Fy(v) en P(U > u; V < ), bepaal P(U > u; V < v) voor 0 < u < v, en laat
vervolgens door differentiatie van F zien dat (U, V') absoluut-continu verdeeld
is met dichtheid f gegeven door

flu,v) = 2e~ (V) [0 <u<uwv].
(iii). Bepaal met behulp van (ii) de marginale dichtheid van V', bepaal ook een kans-
dichtheid van %X + Y, en concludeer dat V d %X +Y.

(iv). Bepaal met behulp van (i) en (iii), en eventueel van (ii), de covariantie Cov (U, V)
van U en V. Aanwijzing: merk op dat UV = XY.
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Opgave 3. Beschouw een serie van onafhankelijke worpen met een zuivere munt.
Zolang er geen ‘kruis’ gegooid wordt, werpt men na elke muntworp (op onafhankelijke
wijze en onafhankelijk van de muntworpen) met een zuivere dobbelsteen. Zij IV het
aantal keren dat op deze wijze met de dobbelsteen geworpen wordt, en X het aantal
keren ‘zes’ dat op deze wijze verschijnt.

(i). Laat zien dat P(N =n) = ( %)"H voor n € Z, en bepaal, door herkenning van
de verdeling van M := N + 1, de verwachting IEN van N.

Ter bepaling van EX en P(X = 0) maken we voor n € Z, een voor de hand liggende
keuze voor de voorwaardelijke verdeling van X gegeven N = n.
(ii). Geef deze keuze; onderscheid de gevallen n =0 en n > 1.
(iii). Laat met behulp van (ii) zien dat EX = ; EN.
(iv). Laat met behulp van (ii) zien dat P(X = 0) = 3.

Opgave 4. Bij het drukken van een zeker boek van 60 pagina’s is het aantal druk-
fouten per pagina Poisson verdeeld met verwachting A en zijn de aantallen drukfouten
op verschillende pagina’s onafhankelijk.

(i). Geef, ingeval A = ?—), een uitdrukking voor de kans dat het totale aantal druk-
fouten in het boek tenminste 45 is, en bepaal een (goede) benadering van deze
kans.

(ii). Bepaal, ingeval A = g, de kans dat de eerste drukfout in het boek pas op
pagina 6 voorkomt.

(iii). Bepaal (voor willekeurige A) de kans dat alle drukfouten van het boek zich op
de eerste 20 pagina’s bevinden.

(iv). Zij neN. Als gegeven is dat het boek (precies) n drukfouten bevat, wat is
dan de (voorwaardelijke) kans dat al deze fouten zich op de eerste 20 pagina’s

bevinden ? Laat zien dat deze kans niet van A afhangt.
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