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Opgave 1. Zij u een premaat op een halfring H in V', en laat p* de uitwendige maat
zijn bij p. Zoals bekend, is u* monotoon, o-sub-additief en een voortzetting van .
(i). Geef precies aan wat deze drie eigenschappen van y* inhouden.

(ii). Bewijs: Als ECV met pu*(F) =0, dan is EEH,,, dit is de collectie der u*-
meetbare verzamelingen in V.

(iii). Bewijs: Als E C V met p*(E) =0, dan is E C A voor een AEo(H) waarvoor
p*(A) = 0. Aanwijzing: Laat eerst voor E met u*(E) = 0 zien dat er voor iedere
neN een H-overdekking (Ap ;)ien van E is z6 dat Y oo; p(An ;) < 1/n.

(iv). Formuleer de uitbreidingsstelling van Carathéodory voor het drietal (V,H, u),
en vermeld de twee uit deze stelling voortvloeiende maatruimten expliciet.

(v). Probeer de in (ii) en (iii) bewezen implicaties zoveel mogelijk te herformuleren
in termen van nulverzamelingen in de twee maatruimten van (iv).

Opgave 2. Zij (V, A, 1) een maatruimte met u(V) > 0, en zij (f)nen een rij meet-
bare functies van V naar R.

(i). Laat met behulp van twee bekende karakteriseringen van meetbaarheid zien dat
ook liminf,_, f, meetbaar is, en formuleer het lemma van Fatou voor (f,).
(ii). Formuleer (de overal-versie van) de GCS voor de rij (fy)-
Zij ¢ een niet-negatieve, meetbare functie op V met [, ¢dpe(0,00) en zij a > 0.
Laat verder de functies f, gedefinieerd zijn door

fa(z) :==nlog (1 + (¢(z)/n)") [zeV].

(iii). Laat zien dat f := lim, . f, bestaat en bepaal f; maak hierbij gebruik van
het feit dat (log(1+s))/s— 1 als s — 0, en onderscheid drie gevallen met
betrekking tot c.

(iv). Laat met (i) of (ii) zien dat ingeval o < 1 geldt: limp o0 fi, frn dp = 0.

(v). Laat o > 1; dan is log (1 +t*) < at voor t > 0. Laat met behulp hiervan en

van (i) of (ii) zien dat limy,_. f;, fr dp bestaat en bepaal de waarde van deze
limiet.
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Opgave 3. Laat V C R?, en zij g : (V, Bor(V)) — (Rz,Bor(Rz),mz) een meetbare,
bijectieve functie met meetbare inverse h := g~ 1. Noteer met p de beeldmaat van my
onder h, dus p := (m2)p; dit is een maat voor V.

(i). Laat zien dat g(Bor(V)) = Bor(R?), en dat de beeldmaat van  onder g gelijk

is aan mq, dus pg = mo.

Neem verder V= {(0,0)} U ((0, 00) x (—m,7]), en voor g de bijectieve functie met

g(r, @) := (r cos ¢, rsin @) [(r,9)eV].

(ii). Geef (kort) aan waarom g en h (inderdaad) meetbaar zijn.

(iii). Bepaal de beeldmaat y voor cellen in V (hierbij mag men de oppervlakte van
een cirkelsegment (‘taartpunt’) op voor de hand liggende wijze afleiden uit die
van de hele cirkelschijf), en laat daarmee zien dat p absoluut-continu is ten
opzichte van m; met dichtheid j gegeven door j(r, @) =r voor (r,¢)eV.

(iv). Zij f : R? — R, Borel-meetbaar. Laat met de substitutieregel en (i) zien dat en
hoe fR2 f dmg herschreven kan worden als een integraal naar y, en concludeer
met (iii) de volgende formule voor overgang op poolcodrdinaten:

/ f(z,y)dzdy = / f(rcos ¢, rsing) rdrde.
R2 14

(v). Laat met behulp van (iv) zien dat g, exp [—(2? + y?)] dzdy = 7, en bepaal
hiermee [, exp [—z?] dz.

Opgave 4. Beschouw de meetbare ruimte (V,A) met V= (0,1) en A = Bor(V).
Zij mp en mg de Stieltjes-maten hierop met

F(z)=x* G(z)=-log(l-2z) [zeV].

(i). Laat zien dat mp en mg o-eindig zijn op A.
(ii). Laat met het feit dat ((Bor(R) ® Bor(R)) /. = Bor(R)v ® Bor(R)y zien dat
C :={(z,y) e V? : y < z} meetbaar is: CEAQ A.

(iii). Bepaal (mp ® mg)(C) voor C' uit (ii).
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