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Tentamen Maat- en Integratietheorie
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Opgave 1. Zij p een premaat op een halfring H in V, en laat p* de uitwendige maat
zijn bij u.
(i). Zoals bekend, is u monotoon op H. Bewijs hiermee in het speciale geval dat H
een ring is, de bekende eigenschap dat u ook o-sub-additief is op H. Aanwijzing:
onderscheid twee gevallen.

(ii). Bewijs met behulp van (i) de bekende eigenschap dat p*(E) = u(E) voor EEH.

Veronderstel verder dat E een deel is van V met p*(F) < oo.

(iii). Laat met de (bekende) o-sub-additiviteit van p* zien dat er voor iedere € > 0
een Aco(H) is met A D E z6 dat p*(A) < u*(E) +e.

(iv). Laat met behulp van (iii) en met de (bekende) monotonie van u* zien dat er
een Beo(H) is met B D E 26 dat p*(B) = p*(E).

Neem nu, bij onze E, een verzameling B zoals in (iv).

(v). Formuleer de uitbreidingsstelling van Carathéodory, en laat daarmee zien dat
als E p*-meetbaar is, de ‘schil’ B\ E de eigenschap heeft dat p*(B\ E) = 0.

(vi). Geef een voorbeeld, van V, H, u, E en B, waarvoor p*(B\ E) > 0.

Opgave 2. Zij (V, A) en (W, B) twee meetbare ruimten.
(i). Laat f:V — W. Wat wordt verstaan onder de beeld-o-algebra van A en de

inverse-beeld-o-algebra van B onder f? Bewijs nu, door geschikte keuze van A
en B, de bekende eigenschap dat f~1(c(C)) = o(f~1(C)) voor C C P(W).
Laat verder (W, B) = (R, Bor(R)), en zij f, : V— R A-meetbaar voor neN.
(ii). Leid uit (i) twee (bekende) meetbaarheidscriteria af waarmee eenvoudig kan

worden aangetoond dat ook liminf, o f, A-meetbaar is.

Laat (V,A) = (R, Bor(R)), zij m de Borel-maat hierop, en laat voor zekere o € (0,1]

fo(@) = (14 (Jz|/n)*)" [zeR].
(iii). Laat o < 1. Laat dan met het feit dat (log (1 +t))/t — 1 als t — 0, zien dat
lim inf,, o fn(z) = 00 voor z # 0. Wat is nu limy,_,o f(_l 1y fndm?

(iv). Bepaal lim,, o [, (—1,1) fn dm 00k ingeval o = 1.

Opgave 3. Beschouw de maatruimte (N, P(N), v) met v(B) = >, .5 Pk voor B C N,
waarbij (pg)ken een rij is in Ry.

(i). Laat, met de MCS, zien dat een functie ¢ : N — R integreerbaar is naar v als
en alleen als Ezo:l|¢(k)|pk < 00, en bewijs, met de GCS, dat in dat geval

[oar=> st
N k=1 707



Beschouw vervolgens een maatruimte (V, A, 1) met p eindig, en zij g : V — N inte-

greerbaar naar u. Laat v verder de telmaat zijn voor N: py = 1 voor alle k.

(id).

(ii).

Geef een bewijs, in drie stappen, van de substitutieregel voor een niet-negatieve
functie f op N: met uy de beeldmaat van p onder g gelds

| reaau= [ rau,

Laat zien dat D := {(y,z) eNZ; Yy > z} meetbaar is met betrekking tot de
product-c-algebra P(N) ® P(N) en voldoet aan

|12 v@) =y [yeN]

. Neem voor f in (ii) de identiteit, dus f(y) = y voor y € N. Laat dan met behulp

van (iii) en (i) zien dat

/ gdu = iu({g > k}).
v k=1

. Laat met (iv) zien dat ook [, gdp = (p®v)(Cy) voor een CyE A® P(N); de

meetbaarheid van Cy hoeft (nu) niet bewezen te worden.

Opgave 4. Beschouw de meetbare ruimte (V,.A) met V:=(0,1) en A := Bor(V),
en merk op dat A= o(H) met H de halfring der cellen (a,b] met 0 <a <b<1.
Zij m de Borel-maat op A, en laat mp de Stieltjes-maat op A zijn bij een stijgende,

continu-differentieerbare functie ' op V.

(i).
(i).

(ii).

Laat zien dat mp o-eindig is op H.

Bewijs de bekende eigenschap dat mp absoluut-continu is (ten opzichte van m)
met dichtheid F’, de afgeleide van F'.

Laat F gegeven zijn door F(y) = (1—y)~
I:=/ fdm®mp)
c

met C:= {(z,y)eV?:y <z} en f(z,y) := 2z (1—y) voor (z,y)e V>

! voor y e V. Bepaal dan
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