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Tentamen Maat- en Integratietheorie
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Opgave 1. Zij V een overaftelbare verzameling, en H de halfring der singletons in V.

(i). Laat zien dat o(H) gegeven wordt door de collectie van alle A C V met A of A°
aftelbaar.
Definieer de functie x op H door u({z}) :=1 voor ze V en p(d) := 0.
(ii). Laat zien dat u een premaat is op H, en bepaal de unieke voortzetting van u
tot een maat op o(H).
Zij f een niet-negatieve functie op V die 0 is buiten een aftelbare verzameling D.

(iii). Bewijs dat f o(H)-meetbaar is, en laat zien dat en hoe de integraal van f naar u
te schrijven is in termen van de functiewaarden op D.

Opgave 2. Zij F': R — R een stijgende, rechts-continue functie met de eigenschap
dat limy_,_ oo F'(z) = 0 en lim; o, F(z) = c€ (0, 00). Noteer G := F2.
(i). Geef kort aan waarom er een maat mp is op Bor(R) met de eigenschap dat
mr((a,b]) = F(b) — F(a) voor a < b, en waarom er maar één zo'n maat is.
(ii). Waarom gelden de beweringen in (i) ook met F' (overal) vervangen door G?

(iii). Laat zien dat de Stieltjes-maten mp en mq uit (i) en (ii) voldoen aan
mg(A) < amp(A) [AEBor(R) ] (%)

met o = 2¢; doe dit eerst voor cellen en vervolgens, met behulp van twee ge-
schikte uitwendige maten, voor willekeurige Borel-verzamelingen.
(iv). Bepaal, ingeval F' strikt stijgend is, de kleinste o > 0 waarvoor ongelijkheid (*)
in (iii) geldt.
(v). Geef een voorbeeld van een F' z6 dat voor de in (iv) beschouwde kleinste o
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geldt: a = gec.

Opgave 3. Zij (V, A, i) een maatruimte.

(i). Bewijs voor meetbare f:V—R,: f=0 p-b.o. = Jy fdp = 0. Doe dit in
(gebruikelijke) drie stappen: eerst voor een indicator-functie f, dan voor een
stapfunctie f, tenslotte voor willekeurige f e M.

Laat de maat v absoluut-continu zijn ten opzichte van u met dichtheid g.
(ii). Bewijs de bekende eigenschap dat v(A) = 0 voor alle A= A met u(A) = 0.
(iii). Bepaal f[_l’lanc zv(dz) ingeval (V, A, u) = (R, Bor(R), m), met m de Borel-
maat, en g(z) =1 als £ < 0, en g(z) = 2z als £ > 0.
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Opgave 4. Zij f, fi, fo, ... niet-negatieve L'-functies bij een maatruimte (V, A, p).
We zijn geinteresseerd in voorwaarden waaronder de volgende implicatie geldt:

fo — f uboo. = /Vlfn—-f|du—>0 [n — oo]. (%)

(i). Laat door middel van een voorbeeld (ook van een maatruimte) zien dat impli-
catie (x) zonder verdere voorwaarden niet geldt.

(ii). Geef de voorwaarden waaronder volgens de bijna-overal versie van de GCS im-
plicatie (x) wél geldt.

Veronderstel verder dat de niet-negatieve functies f, fi, fa,... kansdichtheden zijn in
de zin dat

/fd,uzl, /fnd,uzl voor alle n.
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(iii). Zet A, := {fn < f}. Laat door een drievoudig gebruik van de partitie { Ay, A5}

van V zien dat [, [fn — fldp =2 [, (f — fu)dp.
(iv). Bewijs implicatie (*) met behulp van (iii).

Opgave 5.

(i). Formuleer de stelling van Fubini voor niet-negatieve functies, en geef kort (zon-
der bewijzen) aan waarom deze stelling gebruikt kan worden wanneer we een
Borel-meetbare functie op R? willen integreren naar de Borel-maat my.

Zij 0 <a <b. We zijn geinteresseerd in de waarde van de oneigenlijke Riemann-
integraal I gedefinieerd door

b 1
I:= R—/ (7% —e™) ~dy.
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(ii). Laat zien dat I alleen oneigenlijk is in co (en bijvoorbeeld niet in 0) en dat I
convergent is.

(iii). Bepaal I door gebruik te maken van (i), toegepast op de functie f : R? - R met
e™™ , als (z,y) € (a,b) X Ry,

fl@y) = { 0 ,elders.
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