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Voortentamen Maat- en Integratietheorie
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Opgave 1. Zij V een oneindige verzameling, en zij H := {{z} : ze V} U{@}.
(i). Laat zien dat H een halfring is. (1)
(ii). Bepaal de algebra a(H) voortgebracht door H. (2)

Opgave 2. Laat slechts met behulp van de definitie van Bor(R) zien dat de verza-

meling der irrationale getallen een Borel-verzameling is. (2)

Opgave 3. Formuleer expliciet en bewijs de bekende eigenschap dat Bor(R) gesloten

is onder translaties. (2)

Opgave 4. Laat slechts met behulp van de definitie van Munt(R), met R = {0,1}*,
zien dat de verzameling B van alle rijtjes met oneindig veel enen meetbaar is. (2)

Opgave 5. Formuleer expliciet en bewijs de bekende eigenschap dat een premaat
op een ring R in V o-sub-additief is. Aanwijzing: onderscheid twee gevallen, en

gebruik de monotonie van pu. (3)

Opgave 6. Zij {ry,r2,...} een aftelling van (0,1] N Q, en definieer voor € > 0 de
verzameling B, door B, :={Jo; (r,- — s(%)i, 7‘,-}. Dan is natuurlijk (0,1]NQ C B.
voor alle €, en elke B, bevat ook heel veel irrationale getallen. Ga nu, met behulp

van de Lebesgue-premaat, na of ook (0,1] C Be voor € < 1. En voor e =17 (3)

Opgave 7. Zij 1 een premaat op een halfring H in V. Geef de definitie van de
uitwendige maat y* bij u, en bewijs de bekende eigenschap dat pu* een wvoortzetting is

van p. (2)

Opgave 8. Zij V overaftelbaar, laat ‘H de halfring zijn van alle singletons in V', en
laat p op ‘H gedefinieerd zijn door u({x}) =1 voor xeV.

(i). Laat zien dat p een premaat is op H. : (1)
(ii). Bepaal de o-algebra H,, der p*-meetbare verzamelingen. (2)

Opgave 9. Zij u een o-eindige premaat op een halfring H in V. Bewijs: er is een
stijgende rij (B;) in de ring m(H) is met u(B;) < oo voor allei en (J.o, B, =V. (2)
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Opgave 10. Zij V een begrensd interval (straks (0,1] of [0,1]) in R, en laat de
functie F': V — R stijgend en rechts-continu zijn. Dan geldt, zoals wanneer V = R:
de collectie H van cellen (a,b] met a,beV is een halfring en de functie mp op H
met mp((a,b]) := F(b) — F(a) is een premaat op H. We onderzoeken voortzetting
van mp tot een maat op o(H) = Bor(V).
(i). Laat V= (0,1]. Waarom is mp voortzetbaar tot een maat op Bor(V)? Is mp
o-eindig op H? Laat zien dat er maar één voortzetting is. Geef een F' z6 dat
de voortzetting van mp een niet-eindige maat is. (3)
(ii). Laat V =[0,1]. Waarom is mp voortzetbaar tot een maat op Bor(V)? Is mp
o-eindig op H? Waarom is er geen eenduidige voortzetting van mp? Geef, bij
gegeven F', een voortzetting die een eindige maat is, en een voortzetting die een

niet-eindige maat is. (2)

Opgave 11. Zij (V, A, p) een kansruimte, en zij f : V— W constant: er iseen ce W
z6 dat f(x) = c voor alle x € V. Bepaal de beeld- o-algebra Ay van A onder f, en de
beeldmaat ;15 van p onder f. Hoe wordt de gevonden maat wel genoemd ? (3)

Opgave 12. Bewijs voor een R-waardige functie f op een meetbare ruimte (V, A):

f meetbaar => |f| meetbaar. Is de omgekeerde implicatie ook waar ? (2)

Opgave 13. Zij F : R — R differenticerbaar. Laat zien dat de afgeleide f:= F’

van F' dan Borel-meetbaar is. (2)

Opgave 14. Zij (fn)nen een rij meetbare, reéle functies op een meetbare ruimte
(V, A), en zij A := {lim, . fn bestaat in R}. Bewijs dat A meetbaar is door gebruik
te maken van de zogeheten volledigheid van R: een rij (an)nen in R is convergent als

en alleen als (an) een zogeheten Cauchy-rij is, d.w.z.

Ve>03INeNVn>N:la, —an| <e. (3)

Opgave 15. Geef een precieze formulering van (beide delen van) de approximatie-

stelling voor meetbare functies. (1)

Opgave 16. Bewijs voor meetbare, reéle functies op een maatruimte (V, A, u):

fn— f pbo., gn—gpbo = fotgn— f+gpbo. (2)
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TOTAAL AANTAL PUNTEN: Y = 40. EINDCIJFER: V = % X 3.
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