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Opgave 1. Beschouw de maatruimte (R, Bor(R), p,) met 1 een maat waarvoor
u(A) < am(A) voor alle A= H,
voor zekere a € Ry ; hierbij is m de Borel-maat en H de halfring der cellen in R.
(i). Laat zien dat u o-eindig is op H.

(ii). Bewijs met behulp van (i) en door beschouwing van de uitwendige maat u* bij
de beperking van p tot H dat ook

pu(A) < am(A) voor alle A= Bor(R).

Beschouw de Stieltjes-maat mg op Bor(R) met F' gegeven door F(z) := arctan z.

(iii). Laat zien dat mp absoluut-continu is, en vervolgens dat er een a e Ry is z6 dat
mp(A) < am(A) voor alle A e Bor(R). (%)

iv). Bepaal de kleinste o€ R, waarvoor aan (x) is voldaan.
+

Opgave 2. Zij (V, A, u) een maatruimte, en laat E een deel van V zijn waarvoor
Ve>03dA,B=eA: ACECB en u(B\A)<e.

(i). Laat zien dat er dan ook A, B= A zijn met A C £ C B z6 dat de ‘schil’ B\ 4
een p-nulverzameling is.

(ii). Bewijs: er is een meetbare functie f : (V, 4) — (R, Bor(R)) waarvoor geldt dat
f = 1g p-bijna-overal.

(iii). Laat zien dat 1g zelf meetbaar is zodra de maatruimte (V, A, u) compleet is.

Opgave 3. Zij f, f1, fo, . . .niet-negatieve, eindige, integreerbare functies op een maat-
ruimte (V) A, u). We stellen eerst twee implicaties aan de orde die niet juist zijn.

(i). Laat door middel van een voorbeeld (ook van een maatruimte) zien dat
fo = f pbio. 5 /thn—frdu—»o [n — oo].

(ii). Laat door middel van een voorbeeld (ook van een maatruimte) zien dat
[ fntn [ ran /Vlfn—fldu—>0 [n— o]

(iii). Formuleer de bijna-overal-versie van de GCS.

(iv). Duidelijkisdat |f, — fl=Ffa V= fa ANF=(fa+ F) — 2(fu A f). Laat nu met
behulp hiervan en van (iii) zien dat de volgende implicatie wel juist is:

fn — f pu-b.o.
[ue [ ran |~ J M= fldn—0 0 oo]
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Opgave 4.

(i). Laat p en v maten zijn op een meetbare ruimte (V, A) z6 dat v absoluut-continu
is ten opzichte van p met dichtheid g. Bewijs dan (in drie of vier stappen) de
bekende eigenschap dat voor iedere naar v integreerbare functie f : V— R geldt:
Sy fdv= [, fgdu.

We zijn geinteresseerd in de oneigenlijke Riemann-integraal
n 1
I, = R—/ (1—-z/n)"e2*dz
0
voor n — oo. Ter bepaling van I := lim,,_, o [, definiéren we voor neN

fn(x) == (1 —z/n)" 1o n () [zeR4 ],

en schrijven we [, = fR+ fndv voor neN, waarbij v een geschikte maat is op de
meetbare ruimte (R, Bor(R4)).

(ii). Laat zien dat het laatste inderdaad mogelijk is; geef v(A) voor A Bor(R.) ex-
pliciet weer in termen van de Borel-maat m, en beargumenteer kort de overgang
van Riemann- naar Lebesgue-integraal.

(iii). Bepaal fR+ e ®v(dz), met v de maat uit (ii).

(iv). Laat zien dat fp(z) < e ® voor neN en zeR,, en toon met behulp hiervan

aan dat de limiet I bestaat. Wat is de waarde van [ ?

Opgave 5. Zij f : Ri — R gedefinieerd door
2
flz,y)=e 0F)v  [(z,y)eRY].

(i). Formuleer de stelling van Fubini voor niet-negatieve functies, en laat zien dat

en hoe deze stelling gebruikt kan worden om te bewijzen dat fRz fdmg = %71',
+

met mo de Borel-maat.

<1
(ii). Bepaal met behulp van (i) de Riemann-integraal R—/ 7 et dt.
0
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