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Opgave 1. Zij A een collectie van delen van een verzameling V, en zij u : 4 — [0, 00].

Wat moeten we van A en u eisen opdat p een maat is op A? (1)

Opgave 2. Geef de definitie van een ring R in V, en laat hiermee zien dat met A
en B ook A\ B en AU B tot R behoren. (2)

Opgave 3. Laat C = {C; : i e N} een partitie zijn van V, dus de Cj-en zijn niet-leeg
en disjunct met (Jio, C; = V. Zij H := C LU {@}. Laat zien dat H een halfring is
in V, en beschrijf de o-algebra o(H) in termen van de partitionerende verzamelingen
C; met i e N. Antwoord volstaat. (2)

Opgave 4. Zij C de collectie van alle intervallen van de vorm (—o0,b) met beR.
Laat slechts met behulp van de definitie van Bor(R) zien dat o(C) = Bor(R).  (3)

Opgave 5. Formuleer expliciet en bewijs de bekende eigenschap dat Bor(R) gesloten

is onder translaties. (2)

Opgave 6. Zij R een ring in V, en zij p een R, -waardige functie op R met p niet
constant co. Bewijs dat u een premaat is op R zodra p eindig-additief is en continu

van beneden. (2)

Opgave 7. Zij m de Lebesgue-premaat op de halfring A der cellen in R. Geef de
definitie van de uitwendige maat m* bij m en H, en bepaal, direct met deze definitie,
m*(E) voor E :=[0,1]NQ. (3)

Opgave 8. Zij p* de uitwendige maat bij een premaat p op een halfring H in V.
Zoals bekend, is u* = p op H en is p* sub-additief. Bewijs nu met behulp hiervan de
bekende eigenschap dat elke F £ H p*-meetbaar is. Welke relatie volgt hieruit tussen
de c-algebra o(H) en de o-algebra H,, der y*-meetbare verzamelingen ? (3)

Opgave 9. Zij (V, A, u) een maatruimte. Veronderstel dat £ C V' ‘zwak gemangeld’

wordt door verzamelingen uit A in de zin dat
Ve>03dA,BeEA: ACECB en u(B\A)<e.
Laat zien dat E dan ook ‘sterk gemangeld’ wordt in de zin dat

dJA,BeEA: ACECB en u(B\ A)=0. (2)
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Opgave 10. Zij V overaftelbaar, laat H de halfring zijn van alle singletons in V, en
definieer 4 als de collectie van alle A C V met A aftelbaar of A€ aftelbaar.

(i). Laat zien dat A een o-algebra is, en wel A = o(H). (2)
Beschouw de functie 1 op H met ,u({x}) =1voorxeV.
(ii). Laat zien dat p een premaat is op H. (1)

(iii). Laat zien dat u niet o-eindig is op H. Waarom is y toch uniek voort te zetten
tot een maat op A, en hoe? (2)

Opgave 11. Zij F : R — R een stijgende, rechts-continue functie, en beschouw de
Stieltjes-maat mp op Bor(R) geinduceerd door F. Leid een uitdrukking (in termen
van F) af voor mp((—o0,b)) met beR. (2)

Opgave 12. Zij V C W, en laat f : V— W gegeven zijn door f(z):=z voor z V.
Bepaal de inverse-beeld- o-algebra A van een o-algebra B in W onder f. Hoe wordt A
wel genoemd ? (2)

Opgave 13. Zij (V, A) een meetbare ruimte, en zij f : V— R.

(i). Hoe is de door f in V geinduceerde o-algebra o(f) gedefinieerd? Formuleer

A-meetbaarheid van f (slechts) in termen van A en o(f). (1)
(ii). Geef zes (essentieel verschillende, niet-triviale) collecties C van delen van R
waarvoor geldt: Als {f e B}=.A voor alle BEC, dan is f A-meetbaar. (2)

Opgave 14. Bewijs de volgende bekende eigenschap voor R-waardige functies op
een meetbare ruimte (V,.A): Als f en g A-meetbaar zijn, dan is ook h := max {f, g}
A-meetbaar. Waarom is nu met f ook |f| A-meetbaar ? (2)

Opgave 15. Geef een precieze formulering van (beide delen van) de approximatie-

stelling voor meetbare functies. (1)

Opgave 16. Bewijs voor meetbare functies op een maatruimte (V, A, 1) de volgende

bekende eigenschap:
fn — f p-bo., fp = g pbo. = f =g u-b.o. (2)
Opgave 17. Bewijs voor meetbare functies op een maatruimte (V, A4, u):

fn‘ﬁ‘}fagn—/i_’g ::>fn+gn'i*f+g- (3)
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TOTAAL AANTAL PUNTEN: X = 40. EINDCIJFER: V = % X 2.
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