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Opgave 1. Beschouw in de verzameling N = {1,2,3,...} der natuurlijke getallen de
collectie H := {{k} : keN} U {Q}, en definieer bij een gegeven rij (pe)keny in Ry de
functie x op H door p({k}) :=px voor keN, u(Q) = 0.

(i). Laat (kort) zien dat H een halfring is en dat x een premaat is op H.

(ii). Bepaal o(#), laat zien dat er een unieke voortzetting van p tot een maat op
o(H) is, en geef een expliciete nitdrukking voor u(4), met Ao (H), in termen
van de rij (pg).

We werken verder in de maatruimte (N, o (H), u) van (ii).

(iii). Laat (met de MCS) zien dat een functie f : N — R integreerbaar is als en alleen
als Zzo:1|f(k)1pk < 00, en bewijs (met de GCS) dat in dat geval
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(iv). Bewijs met behulp van (iii), door een geschikte keuze van f en (px), dat voor
een 1ij (ak,e)k cen in R het volgende geldt:
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(v). We kunnen de implicatie in (iv) ook eenvoudig bewijzen door gebruik te maken
van bekende stellingen (met voorwaarden!) over integratie van functies op een
product-maatruimte. Hoe?

Opgave 2. Zij f een niet-negatieve, meetbare functie op een maatruimte (V, A, n).
Dan geldt de volgende belangrijke eigenschap:
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We willen dit nu op twee manieren bewijzen: op een (bekende) indirecte wijze via een
rekenregel, en op een meer directe manier.

(i). Zoals bekend, geldt [, (af)dp = a(f;, fdu) voor aeRy. Laat met behulp
hiervan en van de MCS zien dat deze rekenregel ook geldt voor a = oo, en
bewijs hiermee vervolgens eigenschap ().

(ii). Bewijs ‘=" in () in (gebruikelijke) drie stappen: eerst voor een indicator-
functie f, dan voor een stapfunctie f, tenslotte voor willekeurige f.

(iii). Bewijs ‘==" in (x) door beschouwing van {f > ¢} voor € > 0.
(iv). In hoeverre geldt ‘<=’ in (x) voor willekeurige R-waardige (niet noodzakelijk
niet-negatieve) meetbare functies f7
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Opgave 3. Beschouw de maatruimte (R, B, m) met m de Borel-maat op de Borel-o-
algebra B := Bor(R). Zij C := {[a,0) : aeR}.

(i). Bewijs de bekende eigenschap dat B = o(C).

(ii). Geef (zonder bewijs) in termen van C bij een functie f : R — R een voortbren-
gende collectie van de inverse-beeld-c-algebra f~1(B), en laat daarmee zien
dat f meetbaar is (m.b.t. B) als en alleen als {f > a} £ B voor alle aeR.

(iii). Laat met behulp van (ii) zien dat het infimum f := inf, f,, van een rij meetbare
functies van R naar R, weer meetbaar is. Geef kort aan hoe op soortgelijke
wijze de meetbaarheid van g := liminf, . f, bewezen kan worden.

Zij verder, voor zekere « € (0, 1], de functierij (f,) gedefinieerd door

Ed

fu(z) := {1+ (7>a}n [zeR].

(iv). Laat a < 1. Laat dan met behulp van het feit dat {log(1+t)}/t - L alst — 0
zien dat lim,, o frn(x) = 00 voor = # 0, en bepaal vervolgens met behulp van
het lemma van Fatou de limiet lim,_,c f, (_1,1y fndm.

(v). Bepaal lim,_, f(_l N frndm ook ingeval o = 1.

Opgave 4. Beschouw op (R, BOT(R)) de Borel-maat m en de Stieltjes-maat mpg
geinduceerd door de functie F op R met F(z) = 0 voor z < 0 en F(z) =1/(1+e7°)
voor x > 0.
(). Laat (kort) met de éénduidigheidsstelling voor maatuitbreiding zien dat de be-
perking van mp tot (0, 00) absoluut-continu is (t.0.v. m). Met welke dichtheid ?
Laat C' C R? gedefinieerd zijn door C := {(w,y) eR*:2>0,0<y< e“”}.
(ii). Waarom is C Borel-meetbaar? Bepaal voor x > 0 de z-sectie Cy van C, en
voor y > 0 de y-sectie CY van C. ;

(iil). Herschrijf de product-maat (mp ® m)(C) van C met behulp van (ii) op twee
manieren, en bereken met behulp hiervan de integraal I gedefinieerd door

2
Ii= /(O’w)(exil) dz.
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