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Opgave 1. Beschouw, in een verzameling V, een halfring H. Wat betekent dit (per
definitie) voor H? Als A, BEH, wat geldt dan voor A\ B? Hoe kunnen we dit

generaliseren 7 Antwoorden volstaan. (2)

Opgave 2. Zij H een halfring in een verzameling V. Laat met behulp van opgave 1
zien dat elke ev-H ook edv-H is. (1)

Opgave 3. Zij H een halfring in V, en zij A:={A CV : A of A®is edv-H}.
(i). Bewijs met behulp van opgaven 1 en 2 dat A een algebra is. (3)
(i1). A is voor H een heel speciale algebra. In welk opzicht ? (1)

Opgave 4. 7Zij V C W, en zij B een c-algebra in W. Welke o-algebra A kiezen we
dan vaak in V' 7 En als B wordt voortgebracht door de halfring H, door welke halfring
wordt A dan voortgebracht 7 Antwoorden volstaan. (1)

Opgave 5. Zij C de collectie van alle intervallen van de vorm (—oco0,b) met beR.
Laat slechts met behulp van de definitie van Bor(R) zien dat o(C) = Bor(R). (3)

Opgave 6. Formuleer expliciet en bewijs de bekende eigenschap dat een niet-nega-
tieve, eindig-additieve functie p op een ring R in V' eindig-sub-additief is; gebruik
hierbij de monotonie van pu. (2)

Opgave 7. Zij p een premaat op een halfring H in V. Geef de definitie van de
uitwendige maat pu* bij p en H, en bewijs de bekende eigenschap dat p*(EU F) <
p*(E) + p*(F) voor E,F C V. (3)

Opgave 8. Zij V overaftelbaar, laat H de halfring zijn van alle singletons in V, en
laat p op H gedefinieerd zijn door p({x}) =1 voor zeV.

(i). Laat zien dat u een premaat is op H. (1)
(ii). Bepaal de o-algebra H, der p*-meetbare verzamelingen. (2)
Opgave 9. Beschouw in Q de halfring H der Q-cellen (a,b]g := (a,b] N Q met

a,be @, en zij p de premaat op H met p(A) = oo voor alle A= H met A # ). Bepaal
de o-algebra o(H) en de Carathéodory-voortzetting p op o(H). Zijn er nog andere
maten v op o(H) met v =p op H? (3)
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Opgave 10. Beschouw de Stieltjes-premaat mg op de halfring der cellen 1n,€ é&qh\u Y
ceerd door een stijgende, rechts-continue functie F': R — R. ;‘ ; J’: .
(i). Waarom heeft mp precies één voortzetting tot een maat op Bor(R) '}' S\ '

(ii). Leid een uitdrukking (in termen van F) af voor mp ({z}) met z€R, en geef een
noodzakelijke en voldoende voorwaarde (in termen van F') opdat mpg atoomuvrij

is. (2)

Opgave 11. Laat (V, . A) en (W, B) twee meetbare ruimten zijn, en zij f : V— W.

(). Als B wordt voortgebracht door C, door welke collectie wordt de inverse-beeld-

o-algebra van B onder f dan voortgebracht? Bewijs dit. (3)
(ii). Welke nuttige voldoende voorwaarde voor (A, B)-meetbaarheid van f volgt
uit (i) ? (1)
Opgave 12. Bewijs: Elke functie f : Q — R is Borel-meetbaar. (1)

Opgave 13. Zij (V, A) een meetbare ruimte, en laat f en g twee A-meetbare functies
zijn van V naar R. Bewijs de bekende eigenschap dat dan {f < g} =.A. Waarom is
nu ook {f =g} A? (2)

Opgave 14. Zij (fn)nen een rij meetbare, reéelwaardige functies op een meetbare
ruimte (V,.A), en zij A := {lim, o f, bestaat in R}. Bewijs, door beschouwing van
de (meetbare) functies g := limsup,, , . fn en h:=liminf,, ,, f,., dat A meetbaar is
[dus: A= A]. (2)

Opgave 15. Geef een precieze formulering van (beide delen van) de approximatie-

stelling voor meetbare functies. (1)

Opgave 16. Bewijs voor meetbare functies f, f, op een maatruimte (V, A, u) en een

continue functie ¢ : R —» R:
fo— fubo = dof, > dof ub.o. (1)
Opgave 17. Bewijs voor meetbare functies op een maatruimte (V, A, pu):

fotsfeng, g = futgn 5 f+g (3)
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