Divisie Wiskunde en Informatica (FEW)

Vrije Universiteit Amsterdam 20 december 2001

Tentamen Maat- en Integratietheoi'ie

o 23 &b & X JelloX B3 ob 4 Jello} B3 Ib 2 X Jeliel EXIP X Jel¥el E 3 I8 2 X Jol¥el E I ILE Y Jol¥oX FIIITY Vo)

Opgave 1. Zij R een ring van delen van een verzameling V, en zij u een R, -waardige
functie op R met u(@) = 0.

(i). Bewijs de bekende eigenschap dat als p een premaat is op R, u ook eindig-
additief is op R en continu van beneden.

(ii). Laat zien dat ook de omkering van (i) geldt: u is een premaat als (en alleen als)
u eindig-additief is en continu van beneden.

Veronderstel verder dat u een premaat is op R, en zij p* de uitwendige maat bij u

en R.

(iii). Op welke collectie van delen van V' is pu* gedefinieerd, en waarom is u* (@) =07
Geef ook precies aan wat het betekent dat u* monotoon is en o-sub-additief.

* is een

(iv). Bewijs met behulp van de in (iii) genoemde eigenschappen van p*: u
premaat als (en alleen als) u* eindig-additief is.

Beschouw het speciale geval met V=R, R de ring voortgebracht door de cellen in R,

en u = m met m de Lebesgue-premaat op R. Zoals bekend, is er een £ C R te vinden

die niet Lebesgue-meetbaar is.

(v). Wat betekent dit, en waarom blijkt hieruit dat m* niet eindig-additief is ?

Opgave 2. Beschouw voor een rij (f,)nen van meetbare R-waardige functies op een
maatruimte (V, A, u) de volgende bewering:

Stelling A. Als f; integreerbaar is en voor alle n geldt dat f, > f,,41 en
frn > 0, dan bestaat f := lim, ,o fn en f heeft een integraal met

lim anduz/vfdu- (%)

n—oo

(i). Formuleer de gedomineerde convergentiestelling voor een functierij (hy,)nen Op
(V, A, 1), en bewijs met behulp hiervan Stelling A.

(ii). Formuleer de monotone convergentiestelling voor een functierij (h,)nen Op
(V, A, 1), en bewijs met behulp hiervan Stelling A (nog eens).

We willen laten zien dat in Stelling A de voorwaarde van integreerbaarheid van f;

niet gemist kan worden.

(iii). Neem daartoe de maatruimte ((0,1],Bor((0,1]),m): Laat zien dat de functie f;
hierop met fi(z) := 1/x niet integreerbaar is, en construeer, uitgaande van f,
een dalende rij (f,) van meetbare niet-negatieve functies op (0,1] z6 dat niet
aan (x) is voldaan.

(iv). Geef (zonder bewijs) de bijna-overal-versie van Stelling A.
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Opgave 3. Zij F : R — R gegeven door F(z) := arctanz, en zij mp de door F
geinduceerde Stieltjes-premaat op de halfring der cellen in R.

(o).

(ii).

(iii).
(iv).
(v).

Waarom is mp voortzetbaar tot een maat (weer aangegeven met mg ) op de o-al-
gebra Bor(R) ? Waarom is deze voortzetting uniek ? Laat zien dat mp ({z}) = 0
voor alle zeR.

Waarom is mg absoluut-continu (t.0.v. de Borel-maat m)? Geef een dichtheid g
van mp, en bewijs de bekende eigenschap dat mp(B) = 0 voor alle B £ Bor(R)
met m(B) = 0.

Bepaal [, ;= mp(dz).

Bepaal fR+ z - 1g(z) mp(dz).

Bepaal lim, o0 fR+ {1+ (-1/(1+ x))n} mp(dz).

Opgave 4. Zij (V, A, u) een maatruimte, en zij g : V— R, een meetbare functie.

).

(ii).

(iii).

(iv).

Geef een bewijs (in drie stappen) van de substututie-regel voor een niet-negatieve

meetbare functie f op Ry:

| tos du=/R+fdug,

waarbij p, de beeldmaat is van p onder g.

Geef kort aan waarom de verzameling C := {(z,y) €R% : z > y} een Borel-
meetbaar deel is van R2 | en laat zien, met m de Borel-maat voor R, , dat

/ le(z,y)m(dy) =a  [5>0].
Ry

Neem voor f in (i) de identiteit, dus f(z) = x voor z e R;. Laat dan met behulp
van (ii) zien dat onder een (zelf te bedenken) additionele voorwaarde t.a.v. p

en g het volgende geldt:

/ngu= /Ooou({g > y}) m(dy).

Geef maten p; en s en een verzameling D z6 dat (0ok) [, gdp = (u1 @pu2)(D).
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