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Opgave 1. Zij H een halfring in V. Laat R, de collectie zijn van alle eindige, dis-
juncte verenigingen van verzamelingen uit 7, en R, die van alle eindige verenigingen
van verzamelingen uit .
(i). Bewijs de bekende eigenschap dat Ry = R,. (2)
(ii). Ry is een ring, en wel een heel speciale. In welk opzicht ? (1)

Opgave 2. Geef in een verzameling V' met #(V') > 2 een voorbeeld van een algebra A
bestaande uit vier verzamelingen. (1)

Opgave 3. Laat W opgesplitst zijn in twee niet-triviale delen U en V, en veronderstel
dat A een o-algebra is in U en D één in V. Neem nu als o-algebra in W de collectie
B :=o(AUD). Bewijs dat B={AUD: As Aen DeD}. (3)

Opgave 4. Laat slechts met behulp van de definitie van Bor(R) zien dat de verza-
meling der irrationale getallen een Borel-verzameling is. (2)

Opgave 5. Formuleer expliciet en bewijs de bekende eigenschap dat Bor (R) gesloten

is onder translaties. (2)

Opgave 6. Formuleer expliciet en bewijs de bekende eigenschap dat een eindig-
additieve functie y op een ring R in V' monotoon is. (2)

Opgave 7. Zij {r1,r2,...} een aftelling van (0,1] N Q, en definieer voor £ > 0 de
verzameling B door B. := |J;2, (r: — €(3)*, r;]. Dan is natuurlijk (0,1]NQ C B,
voor alle €, en elke B; bevat ook heel veel irrationale getallen. Ga nu, met behulp
van de Lebesgue-premaat, na of ook (0,1] C B, voor € < 1. En voor e = 17 (3)

Opgave 8. Zij H een halfring in V en u een premaat op H. Geef de definitie van
de uitwendige maat p* bij p en H, en bewijs de bekende eigenschap dat p* een
voortzetting is van p. (2)

Opgave 9. Zij y* de uitwendige maat bij een premaat u op een halfring H in V.
Bewijs de bekende eigenschap dat elke £ C V met p*(E) = 0 p*-meetbaar is.  (2)

Opgave 10. Zij (V, A, 4) een maatruimte. Veronderstel dat E C V ‘zwak gemangeld’
wordt door verzamelingen uit 4 in de zin dat

Ve>03JA,BEA:ACECB en p(B\A) <e.
Laat zien dat E dan ook ‘sterk gemangeld’ wordt in de zin dat

JA,BEA:ACECB en pu(B\ A) =0. (2)
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Opgave 11. Geef een precieze formulering van de uitbreidingsstelling van Carathéo-
dory (voor een premaat p op een halfring # in V). 1)

Opgave 12. Bewijs met behulp van de éénduidigheidsstelling voor maatuitbreiding
de bekende eigenschap dat de Borel-maat m op Bor(R) translatie-invariant is.  (2)

Opgave 13. Zij F : R — R een stijgende, rechts-continue functie, en beschouw de
Stieltjes-maat mp op Bor(R) geinduceerd door F'. Leid een uitdrukking (in termen
van F) af voor mp((—o0,b)) met beR. (2)

Opgave 14. Zij (V, A, p) een kansruimte, en zij f : V— W constant: er iseence W
z6 dat f(x) = c voor alle ze V.

(i). Bepaal de beeld- o-algebra Af van A onder f. (1)
(ii). Bepaal de beeld-maat py van A onder f; geef duidelijk aan op welke collectie
de maat p; gedefinieerd is. Hoe wordt de gevonden maat wel genoemd? (1)

Opgave 15. Bewijs voor een R-waardige functie f op een meetbare ruimte (V, A):
f meetbaar = |f| meetbaar. Is de omgekeerde implicatie ook waar? (2)

Opgave 16. Zij (fn)nen een rij meetbare, R-waardige functies op een meetbare
ruimte (V,.A). Beschouw de verzameling

A= {zeV: Jlim fa(z) bestaat in R}.

Bewijs dat A meetbaar is [dus: A £.4] door gebruik te maken van de zogeheten volle-
digheid van R: een rij (an)nen in R is convergent als en alleen als (an) een zogeheten

Cauchy-rij is, d.w.z.

Ve>03neNVieN :|a, —anie <e. (3)

Opgave 17. Zij (V,.A) een meetbare ruimte, en zij B,C C V met BNC = . Leid
een noodzakelijke en voldoende voorwaarde (in termen van B en C) af opdat de
stapfunctie f = 1p + 1¢ meetbaar is. (2)

Opgave 18. Bewijs voor meetbare functies op een maatruimte (V, A, p):

fn — f p-bo. en g, = g p-b.o. = fn+gn — f+g p-b.o. (2)

Opgave 19. Bewijs voor meetbare functies op een maatruimte (V, A, u):

(Vs>0:u({|f—g|2€})=0) = f =g p-b.o.. (2)
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TOTAAL AANTAL PUNTEN: ¥ = 40. EINDCILJFER: V = i X 2.
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