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Opgave 1. Beschouw de volgende collectie van deelverzamelingen van R:
H:={(n,n+1]:neZ}U{D}.

Zij A de door H voortgebrachte o-algebra in R.
(i). Laat zien dat H een halfring is, en geef aan [antwoord volstaat | hoe de verza-

melingen uit de o-algebra A er uit zien.

Definieer op H de functie p door
p((n,n+1]) :=1 voor neZ, en p(Q):=0.

(ii). Laat zien dat p een premaat is op H, en geef aan [antwoord volstaat] hoe de

(unieke) voortzetting van p tot een maat op A er uit ziet.

Zij p* de uitwendige maat bij p en H.

(iii). Bepaal alle E C R met p*(F) =0, en alle £ C R met p*(E) = 1, en geef aan
[antwoord volstaat | wat p*(E) is voor een willekeurig deel E van R.

(iv). Neem een vaste A in H met A # . Laat zien dat dan voor E C R:

p(A) =p (ANEY+ p*(ANES) < EDA of EC A"

v). Bepaal met behulp van (iv) de o-algebra #, der p*-meetbare verzamelingen E
1"
in R. Wat valt op als we #, vergelijken met de o-algebra A in (i) ?

Opgave 2. Beschouw de maatruimte (R, B, m) met B de Borel-o-algebra in R en m
de Lebesgue-maat op B. Definieer de functie u op B door

1 ,alsxz <0,
2z ,alsz > 0.

p(B) = /dem voor BeB, met f(x) ::{

(i). Bewijs de bekende eigenschap dat p een maat is op B. Hoe wordt een maat
zoals p wel genoemd ? En hoe heet f dan?
(ii). Bedenk een stijgende, rechts-continue functie F' : R — R z6 dat p gelijk is aan de
door F geinduceerde Stieltjes-maat mp waarvoor, zoals bekend: m F((a, b]) =
F(b) — F(a) voor alle a < b. [ Vergeet = mp niet te bewijzen.]
(iii). Bepaal [, gdp met g(x) =z als |z| < 1, en := 0 elders.
(iv). Bepaal f,hdp met h(z):=1als zeQ°N[0,1], en := 0 elders.
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Opgave 3. Zij (V, A, 1) een maatruimte met p(V) > 0, en zij (fn)nen een rij meet-

bare functies van V naar R.

(i)-

(i)
(i)
(iv).

Wat verstaat men onder de functie f := liminf, ,. fn, ? Laat met behulp van
twee bekende karakteriseringen van meetbaarheid zien dat ook f meetbaar is.
Formuleer het lemma van Fatou voor de rij (fy).
Formuleer de gedomineerde convergentiestelling voor de rij (fy).
Zij ¢ een niet-negatieve, meetbare functie op V met ¢ := [, ¢du € (0,00). Laat
nu met behulp van (ii) en (iii) zien dat
© ,alsO0<a<l,

nlLrgo anog{1+(¢/n)a}du: c ,alsa=1,

0 ,alsa>1.

Aanwijzing: Gebruik het feit dat {log(l + s)}/s — 1 als s — 0 en, ingeval
a > 1, ook het feit dat log (1 +¢t*) < at voor alle t > 0.

Opgave 4. Beschouw in het platte vlak R?, voorzien van de Borel-o-algebra By en

(i).
(i)

(ii).
(iv).

de Lebesgue-maat mo, de halve strook E gedefinieerd door

E:={(z,y)eR*:0<z <1 en y >0}

Laat zien dat F € Bsy; doe dit door slechts gebruik te maken van het feit dat By
de o-algebra is voortgebracht door de cellen in R?.
Zoals bekend, kan By als een product-c-algebra worden opgevat. Wat betekent

dit, en hoe kunnen we hiermee (nogmaals) laten zien dat E'e By ?

Beschouw op E de R-waardige functie f gedefinieerd door

flz,y) :==e Ysin2zy [(z,y)eE].

Laat met ‘Fubini’ zien dat f mq-integreerbaar is over E.

Laat met ‘Fubini’ (en tweemaal partiéle integratie) zien dat [, f dmg = §log5.

o X ER'EE TN NelleN E BT N NolloN BB I KN NolloR 5 2 3 N NeTHeN It 3 ol S N NeLRoN I3 o N e

NORMERING: 1(i): 2 2(i): 2 3():2 4(): 2 TOTAAL:
(ii): 2 (ii): 3 (ii): 1 (ii): 1 38 punten!
Gii): 3 (i): 2 (i) 1 (idi): 2
(iv): 2 (iv): 2 (iv): 5 (iv): 5 EINDCIJFER:
(v): 1 - - 14 jx totaal
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