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Opgave 1. Zij R een ring van delen van een verzameling V', en zij u een eindig-
additieve functie van R naar [0, oo |.

(). Bewijs achtereenvolgens de (deels bekende) eigenschappen dat g monotoon is,
dat p(AU B) < u(A) 4+ u(B) voor A, BER, en dat

pw(AUB) 4+ pu(AN B) = u(A) + u(B) (A, BER].

Laat verder y een premaat zijn op R, en zij p* de uitwendige maat bij u en R.

(ii). Bewijs de bekende eigenschap dat p*(E) = u(¥) voor EER.

(iii). Bewijs de bekende eigenschap dat p*(FUF) < p*(E) + p*(F) voor E,F C V.
(iv). Bewijs: Voor p*-meetbare £ C V' en willekeurige F' C V geldt

W (EUF)+p*(ENF) = i (B) + u* (F).

Aanwijzing: Neem twee geschikte ‘testverzamelingen’ voor E.

Opgave 2. Beschouw in de verzameling V = (0, o) de volgende collectie C van delen
van V: C:= {(0,n]:neN}, en zij A= 0o(C).
(i). Geef een halfring H van delen van V z6 dat ook A = o(#H), en beschrijf de
verzamelingen uit de o-algebra A zo eenvoudig mogelijk; antwoorden volstaan.
(ii). Laat (kort) zien dat een functie f : V— R .A-meetbaar is als en alleen als f op
elk interval (n—1,n], met neN, constant is.
Definieer op C de functie p door u((O, n]) :=n voor neN.
(iii). Bewijs met behulp van (i) dat x4 uniek is voort te zetten tot een maat op A; doe
dit zonder deze voortzetting (weer aangegeven met i) te bepalen.
(iv). Bepaal een zo eenvoudig mogelijke formule voor p(A) met A A.
(v). Zij f: V= R A-meetbaar. Ga na wanneer f integreerbaar is naar u, en bepaal

in dat geval een zo eenvoudig mogelijke formule voor fv fdup. Aanwijzing: Stel f

als een oneindige som voor; cf. (ii).

Opgave 3.

(i). Geef een precieze formulering van de gedomineerde convergentiestelling voor een
rij (fn) van meetbare functies op een maatruimte (V, A, p).

(ii). Laat g en v maten zijn op een meetbare ruimte (V, A) z6 dat v absoluut-continu
is ten opzichte van p met dichtheid g. Bewijs dan [in drie of vier stappen |
de bekende eigenschap dat voor een integreerbare functie f : V — R geldt:
fvfdu = fv fgdu.
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Laat F: R — R gegeven zijn door
Flz)=(1—e"%)1p, (x) [zeR],

en zij mp de door F' geinduceerde Stieltjes-maat op de Borel-c-algebra Bor(R).
(iii). Laat (kort) met de éénduidigheidsstelling voor maatuitbreiding zien dat mg
absoluut-continu is (ten opzichte van de Borel-maat m); met welke dichtheid ?
Laat, voor n e N, de functie f,, : R — R gegeven zijn door
\"
fulz) = (1 — T—L) Lio,n) () [zeR].
(iv). Geef (kort) aan waarom f, Borel-meetbaar is, en laat zien dat f, — f punts-
gewijs op R als n — oo voor zekere meetbare functie f. Waarom convergeert
(frn) nu ook in mp-maat naar f, en wat betekent dit ?

(v). Toon aan dat de limiet voor n — oo van fR fndmp bestaat, en bepaal de waarde

van deze limiet.

Opgave 4. Beschouw R? voorzien van de Borel-o-algebra Bor(R?) en de Borel-
maat my, en laat A := {(z,y)eR? : z > 0}.

(i). Geef kort, zonder bewijzen, aan waarom bij integratie naar ms van R-waardige,
Borel-meetbare functies op R? de stellingen van Fubini gebruikt kunnen worden.

(ii). Laat zien dat Ae Bor(R?); doe dit op twee manieren: met de definitie van
Bor(R?), en door slechts gebruik te maken van het feit dat Bor(R?) de o-alge-
bra is voortgebracht door de cellen in R?.

Laat de functie f : R? — R gedefinieerd zijn door
flayy) i=ye (HEF=0 (g ) e R .

(iii). Bewijs dat |f| integreerbaar is over A.

(iv). Waarom is ook f integreerbaar over A? Bepaal [, f dma.
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