Divisie Wiskunde en Informatica (FEW)
Vrije Universiteit Amsterdam 9 april 1999
Tentamen Maat- en Integratietheorie

L ES ab & X Jellel T3 ob & X Jolle} L3 23 &3 Joliel ED b X Jeliod E 3 ob X JoI¥el 3 23 &3 Jol¥eX E3 I3 2 Y Xo

Opgave 1. Beschouw de maatruimte (R, Bor(R), m) met m de Borel-maat.

(i). Bewijs de bekende eigenschap dat m atoomurij is, dus dat m({z}) = 0 voor
alle z e R

Definieer voor A C R de verzameling —A door —A := {-z: zc A}.
(ii). Laat met behulp van (i) zien dat voor een cel A = (a,b] in R geldt:
m(—A) = m(A).

(iii). Geef een precieze formulering van de éénduidigheidsstelling voor maten op een
o-algebra o(H) voortgebracht door een halfring H in een verzameling V.

(iv). Laat zien dat m spiegelingsinvariant is in de zin dat

m(—A) = m(A) voor alle A £ Bor(R).

Opgave 2. Zij (V, A, 1) een maatruimte, en laat f, f1, fo, ... meetbare, reéle functies
zijn op V.
(i). Wat betekent het dat f, —= f, d.w.z. dat (f,) in maat naar f convergeert ?

We zijn geinteresseerd in geldigheid van de volgende eigenschap:
fomf = RS0 ()

en schrijven daartoe voor n e N het verschil f2 — f2 op de volgende wijze:
o= == +2(fuf = 1)

(ii). Beschouw de tweede term in het rechterlid hiervan. Laat zien dat voor € > 0 en
k €N het volgende geldt:

p({1faf = 2212 €}) < u({lfn = 112 e/8}) +u({171> B});
aanwijzing: gebruik de partitie V' = {[f[ < k} U {lfl > k} van V.

(iii). Geef een eenvoudige voorwaarde in termen van alleen y en één in termen van
alleen f waaronder we met behulp van (ii) kunnen concluderen dat de volgende
implicatie geldt:

I 7
fo—F = fuf — %
(iv). Laat (tenminste) één der in (iii) gegeven voorwaarden vervuld zijn. Laat met

behulp van (iii) en van de boven gegeven decompositie van f2 — f2 zien dat dan

eigenschap (x) inderdaad geldt.
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Opgave 3. Laat voor n > 2 de functie f, : [0,1] — R, gedefinieerd zijn door

xr

(1—z/n)

We zijn geinteresseerd in de Riemann-integraal I, := R- fol fn(z)dz voor n — oo.

fu(z) := (0<z<1].

(i). Bewijs: f, is integreerbaar m.b.t. de Borel-maat m op de o-algebra Bor([0,1])
met [ f,dm = I,.

(ii). Wat kunnen we met (alleen) het Lemma van Fatou zeggen over I,, voor n — oo ?

(iii). Formuleer de Gedomineerde Convergentiestelling voor de rij (f,), laat met be-

hulp daarvan zien dat

lim I, = / re®dz,
en bepaal de waarde van deze limiet.
(iv). Laat zien dat en hoe door ontwikkeling van € in (iii) in een machtreeks de som
bepaald kan worden van de volgende reeks:
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Opgave 4. Laat de functie f : R2 — R gedefinieerd zijn door
f(z,y)=ay’e” =W [(z,y)e R ).

(i). Waarom is f Borel-meetbaar en is Rﬁ_ een Borel-verzameling in R? ?
(ii). Geef een precieze formulering van de stelling van Fubini voor niet-negatieve
functies.

(iii). Bepaal de integraal

/R f dms,

2

+
als my de Borel-maat op Bor(R?) voorstelt. Men mag hierbij gebruik maken
van het bekende feit dat R-[° e~ du = L,/
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NORMERING: 1(i): 2 2(i): 1 3(i): 1 4(): 2 ToTAAL:

(ii): 2 (ii): 3 (ii): 3 (ii): 1 36 punten.

(i): 1 (iii): 4 (iii): 4 (i) 4

(iv): 3 (iv): 3 (iv): 2 EINDCLIFER:
8 11 10 7 14 17X totaal.
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