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Opgave 1. Zij pu een premaat op een halfring H van deelverzamelingen van een ver-
zameling V, en zij u* de uitwendige maat bij u (en H).

(i). Voor welke verzamelingen F is u*(FE) gedefinieerd ? Hoe luidt deze definitie ?
Bewijs nu de bekende eigenschap dat pu*(E) = u(E) voor alle EeH.
(ii). Zoals bekend, is pu* aftelbaar subadditief en monotoon. Wat houden deze eigen-

schappen in ?
Laat 4 de door ‘H voortgebrachte o-algebra zijn. Neem E C V met p*(E) < oo.
(iii). Toon aan: Voor iedere € > 0 is er een Ae A met A D F z6 dat
pr(A) < p(E) +e.
(iv). Laat met behulp van (iii) zien dat er een Be A is met B D FE z6 dat
w(B) = i (E).
(v). Waarom geldt de eigenschap in (iv) ook ingeval p*(E) = o0 ?

Opgave 2. We zijn geinteresseerd in de oneigenlijke Riemann-integraal
n
I, = R—/ (1—z/n)"e*/?dx
0

voor n — oc. Ter bepaling van [ := lim,, . I, definiéren we voor ne N

fn('r) = (1_*77/”)” I[O,n](x) ["EER-FL
en schrijven we I, = fR+ frndp voor neN, waarbij u een geschikte maat is op de
meetbare ruimte (Ry, Bor(Ry)).
(i). Laat zien dat het laatste inderdaad mogelijk is; geef u(A) voor A g Bor(Ry) ex-

pliciet weer in termen van de Borel-maat m, en beargumenteer kort de overgang
van Riemann- naar Lebesgue-integraal.

(ii). Bepaal [ e~ u(dz), met p de maat uit (i).

(iii). Laat zien dat f,(z) < e * voor neN en zeR,, en toon met behulp hiervan
aan dat de limiet I bestaat. Wat is de waarde van I7?

Opgave 3. Zij (V, A, ) een maatruimte en laat f, f1, fa,... niet-negatieve functies
zijn in de ruimte £!(u) der p-integreerbare, reéle functies op V.

(i). Laat aan de hand van een voorbeeld zien dat de volgende bewering niet juist is:

o — fubo. = /V|fn*f|d,u—>0 [n— oo].

Z207Z



(ii). Laat aan de hand van een voorbeeld zien dat de volgende bewering niet juist is:

/and/t—>/vfdﬂ — /Vlfn—fldwo [ — o]

(iii). Formuleer de bijna-overal-versie van de gedomineerde convergentiestelling.

(iv). Laat met behulp van (iii) zien dat de volgende bewering wel juist is:

fn — [ wb.o.
n— flduy —0 - .
[ o [ s — [ 1= fld [n— oo]
Aanwijzing: Schrijf |fp, — fl=Ffa V= faAfF=(fn+f)=2(fa A f)-

Opgave 4. Beschouw, bij vaste t > 0, de functie f: R? — R gedefinieerd door

e” ™ sinz , als (z,y)e Ry x [¢,0),
flz,y) =
0 , elders.

Noteer met m en mo de Borel-maat op respectievelijk Bor(R) en Bor(R?).

(i). Laat zien dat f Borel-meetbaar is.

(ii). Bepaal de verzameling Ay van alle zeR waarvoor [, f(x,y)m(dy) bestaat,
bepaal voor ze€ Ay met z > 0 de integraal lef(x,y)] m(dy), en laat hiermee
zien dat f integreerbaar is naar ms.

(iii). Bepaal de verzameling B van alle y € R waarvoor [, f(z,y) m(dz) bestaat, en
laat zien dat voor y e By met y > t geldt dat

1
/Rf(«’ﬂ,y) m(dz) = mg
(iv). Bewijs met behulp van het voorgaande:

/ et m(dz) = T _ arctant.
(0,00) I 2

(v). Geef aan waarom het bekende feit dat

,R_/Oo Sin;vdz: 7_r’
0 z 2

niet op voor de hand liggende wijze uit (iv) kan worden afgeleid.
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