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Opgave 1. Zij F : R — R een niet-negatieve, stijgende, rechts-continue, begrensde

functie met
M :=sup {F(z):zeR} > 0.

Noteer, zoals gebruikelijk, met m g de door F' geinduceerde Stieltjes-maat, en met m g2
de door F? geinduceerde Stieltjes-maat.

(i). Bewijs de volgende ongelijkheid:
mp2(A) < 2M mp(A) voor alle cellen A in R.
(ii). Laat met behulp van (i) en van twee geschikte uitwendige maten zien dat ook
mp2(A) < 2M mp(A) voor alle A e Bor(R).
(ii1). Bepaal, ingeval F strict stijgend is, de kleinste a € R waarvoor

mp2(A) < amp(A) voor alle A e Bor(R).

Opgave 2. Zij (V, A, 1) een maatruimte.
(i). Formuleer de bijna-overal-versie van de gedomineerde convergentiestelling voor
(V, A, ).
Laat f, fi1, f2, ... niet-negatieve, reéle, meetbare functies zijn op V.

(ii). Geef een voorbeeld waaruit blijkt dat de implicatie

fn — f u-boo. = /V|f—fn[d,u—>0 [n— o0]

niet voor alle maatruimten waar is.

Veronderstel verder dat de functies f, f1, fo,... kansdichtheden zijn in de zin dat

/fdu:/fnduzl voor alle n,
v 1%
en definieer voor ne N:
BY :={f—f.>0} en B :={f— f. <0}

(iii). Laat door herhaald gebruik van de partitie {B;7, B, } van V zien dat

/Vlf—fnldu‘:?/B:r(f—fn)du-

(iv). Laat met behulp van (i) en (iii) zien dat nu wél voor alle maatruimten

fu— f wbo. = /V|f—fn:du—»o [n— o).
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Opgave 3. Zij (V, A, 1) een maatruimte met (V) > 0, en zij (fr)nen een ru meet- 2

l{,»

bare functies van V naar R. x

(1). Wat verstaat men onder de functie f := liminf,_, f, ? Laat met behulp van4

twee bekende karakteriseringen van meetbaarheid zien dat ook f meet bias.is:
(ii). Formuleer en bewijs het Lemma van Fatou voor de rij (fr).

(iii). Zij ¢ een positieve, meetbare functie van V naar R. Laat dan zien dat voor
I<a<l:

n—oo

lim [ nlog{l+ (¢/n)*}du = cc.
v

Opgave 4.

(i). Formuleer de stelling van Fubini voor niet-negatieve functies, en geef kort (zon-
der bewijzen) aan waarom deze stelling gebruikt kan worden wanneer we een
Borel-meetbare functie op R? willen integreren naar de Borel-maat m..

Zij 0 < a < b. We zijn geinteresseerd in de waarde van de Riemann-integraal [
gedefinieerd door

e 1
I:= ’R,—/ (e™% —e™%) Z dy.
0 y

(ii). Laat zien dat I alleen oneigenlijk is in oo (en bijvoorbeeld niet in 0) en dat I
convergent is.

We willen I bepalen door gebruik te maken van (i), toegepast op de functie f : R2 — R
met

eV, als (z,y) € (a,b) x Ry,
flz,y) =
0 , elders.

(iii). Waarom is f Borel-meetbaar ?

(iv). Bepaal I op de aangegeven wijze.
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