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Opgave 1. Beschouw de maatruimte (R, Bor(R), ) met p een maat waarvoor
p(A) < am(A) voor alle AeH,

voor zekere a € Ry ; hierbij is m de Borel-maat en H de halfring der cellen in R.
(). Laat zien dat p o-eindig is op H.
(ii). Bewijs met behulp van (i) en door beschouwing van de uitwendige maat u* bij
de beperking van u tot H dat ook

u(A) < am(A) voor alle A e Bor(R).

Beschouw de Stieltjes-maat mp op Bor(R) met F' gegeven door F(z) := arctan z.
(iii). Laat zien dat er een a € Ry is z6 dat

mpr(A) < am(A) voor alle Ae Bor(R). (%)

(iv). Bepaal de kleinste a € R, waarvoor aan (x) is voldaan.

Opgave 2. Zij (V, A, 1) een maatruimte.

(i). Bewijs dat voor een meetbare, niet-negatieve functie ¢ op V:

1
n({o>e}) < g/ ¢dp  [e>0].
v
Aanwijzing: beschouw fv ¢ du en splits het integratiegebied V' met behulp van ¢

in twee stukken.

Laat f, f1, f2,... meetbare, reéle functies zijn op V.
(ii). Wat betekent het dat f, N f, d.w.z. dat f,, in maat naar f convergeert ?
(iii). Bewijs de bekende eigenschap dat de limiet-in-maat uniek is in de volgende zin:

als ook g een meetbare, reéle functie is op V', dan geldt
fn—#—+f en fni»g => f=g¢g pb.o.

(iv). Bewijs de volgende implicatie, gebruik makend van slechts de definitie zoals

gegeven in (ii):
o= f = 1fal U

(v). Bewijs met behulp van (i) de volgende implicatie:

[ 1= fldu—0 = o,

en laat zien dat de omgekeerde implicatie niet voor alle maatruimten waar is.
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Opgave 3. We zijn geinteresseerd in de oneigenlijke Riemann-integraal

-1
—R / Tloer
(1—z/n)"
voor n — oo. Ter bepaling van lim,,_, [, gebruiken we algemene integratietheorie

voor de maatruimte ((O, 1], Bor((O, 1]), ,u) met i de maat die absoluut-continuy is ten
opzichte van de Borel-maat m met dichtheid g gegeven door g(z) := —log x:

,u(A):/Agdm [AEBO’I‘((O,lD].

(i). Laat zien dat p een kansmaat is.
(ii). Laat zien dat I, als een integraal naar p geschreven kan worden, en toon ver-

volgens met behulp van de gedomineerde convergentiestelling aan dat

lim I, = / e” p(dx).

(iii). Bepaal alle momenten van p, d.w.z. bepaal f(o 1] z* p(dx) voor alle ke Z ..
(iv). Laat met behulp van (ii) en (iii) zien dat lim, . I, als volgt gegeven wordt

door de som van een convergente reeks:

o

lim I, = Z - '1n'.

n=1

Opgave 4.
(i). Formuleer de stelling van Fubini voor niet-negatieve functies, en geef kort (zon-
der bewijzen) aan waarom deze stelling gebruikt kan worden wanneer we een
Borel-meetbare functie op R? willen integreren naar de Borel-maat mo.

Zij A:=R2, en laat f : R*> — R gedefinieerd zijn door

fla,y) =e 0% [(g,y)eR?].

(ii). Geef kort aan waarom A een Borel-meetbare verzameling is en f een Borel-

meetbare functie, en laat vervolgens met behulp van (i) zien dat

/ fdmg = %ﬂ'

(iii). Laat met behulp van (i) en (ii) zien [R-[ is de Riemann-integraal] dat

R—/O %e_t dt = /7.
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