Uitwerking tentamen2: 17-12-99

1. Bewijzen

(a) Formulering: Vx (x € ANC = x e (ANBU(BNC)).

Explicicter: Vi (veAr—we C s (xeAr—ve Byv(xe B r—xve ()
Strategie:

premissen doel

Beginsituatic Yy(ve ANC —»x e (ANB)J(BNCY))

Werksituatie yeAr—weC xeA\BvyeB\C

Bewijs: Zij v con willekeurig element van ANCL Dan (definiticy x € A en v ¢ C. Nu geldt
veBolygB.

. Cerste geval: v e B Omdat x € Cvolgt x e B\C.

. Tweede geval: v g B, Omdat x € A volgt.v e ANB.
Cindconclusic is dat x € ANB ol x € B\, conform het docl.
(b) Vertalingen

(I Vxe Personen ¥ve Dagen (I xv — =7 xv).

(I Ve Personen Vye Dagen (1D xv — Z xv).

(D) Yxe Personen (Vye Dagen., I xy — —=3ve Dagen, D xy).
(¢) Strategie:

premissen docl
Beginsituatie I Al =11
Aanpassing 1.1 Yxe Personen

(VveDagen, I xv ——=3veDagen. D xv)
Aanpassing, I, 1. x € Personen
YveDagen, I xy

Werksituatic I 1. x € Personen

—3ve Dagen. D xy)

Vve Dagen. I xy
IveDagen. D xv L

Bewijs: Zij x cen willekeurig persoon en neem aan (IV) dat x clke dag cen appel eet. Stel
bovendien: (V) v is con dag waarop x de dokter laat komen. Dan (vanwege premuisse ) s
yop dag v zick. Nu zegt premisse 1o heelty op dag v cen appel gegeten. dan is hij op dag v
NIET zick. Maar v is op dag v zick en bijgevolg (modus tollens) . heeft op dag v peen

appel gegeten. in tegenspraak met de aanname 1V, n

»

T

2. Ordening

(a) De relatie <

reflexief: Zij x € Z willekeurig. Omdat de standaard ordening van Z
totaal is, peldt 0<x of ¥ <0, Verder is de standaard ordening reflexief, en zodoende x <.x.
We vinden hetzij 0<x €, hetzij x <x 0. Per voorschrift is dus x <x.
De relatie < is antisymmetrisch: Zij x, y € Z willckeurig ¢n ncem aan datx 2y <x. De
ongelijkheid v <y betekent:

(la) 0<v<y of (Ih) v<x<O.
De ongelijkheid y < betekent:

20) 0<y<x of (2b) x<y<O.

Fr 7ijn (vanwege de distributieve wetten voor /vy 4 combinaties mogelijk:

. (1a) en (2a): Dan is x <y vanwege (1a) en y <x vanwege (2a), en dusx =y.

. (la) cn (2b): Dan is x <y <0<k <y en vanwege antisymmetric en transitiviteit van
de standaard ordening volgt x =y (=0).

. (1b) en (2a); Dan geldt y <x <0<y <x en vanwege antisymmetric en transitiviteit
van de standaard ordening volgt weer x =y (=0).

. (1h) en (2b): We hebben nu y Sy vanwege (1b) enx £y vanwege (2b), en dus x =y.

De relatie < is transitiel: 7Zij x. v, z € Z willckeurig en ncem aan datx <y <z. De onge-
tijkheid v < v betekent:

(la) 0<x<y of (Ib) y<x<0.
D ongelijkheid v <z betekent:

(2a0) 0<v<z of (2h) z<y <0,
[Cr zijn 4 combinatics mogelijk:
. (Ta) en (2a): We hebben O<x <y vanwege (la) en y Sz vanwege (2a). Dus (lransi-
tiviteit van de standaard ordening) 0 € x <z en zodoende x <z volgens voorschrift.
(i) en (2b): We hebben y 0 vanwege (2b) en O <x <y vanwege (la). Dus (transi-
liviteit en antisymmetr

san de standaard ordening) x =y =(. Vanwege (2b) vin-
den we 2 < €0 en zodoende x <z volgens voorschrift.

. (1h) ¢n (2a): v <x <0 vanwege (1b) en O<y vanwege (2a). Dus (transitiviteit en
antisymmetric van de standaard ordening) x =y =0. Vanwege (2a) vinden we
(< <z en zodoende x <z volgens voorschrift.

. (1) en (2h): We hebben z <y vanwege (2b) en y <x <0 vanwege (la). Dus (transi-
fiviteit van de standaard ordening) z <x <0 en zodoende x £z volgens voorschrift.

(h) Hasse diagram:

Do ordening < is nict totaal omdat by, ~ten I n

:t vergelijkbaar zijn in de ordening X.




(¢) Grootste clement: geen.
Maximale elementen: -9, 9.
Kleinste clement: 0.

3. Equivalentierelatie

(a) Aantonen dat R is ¢en equivalentierelatie:

o R is reflexief: Zij x := <x|,x>> € ZxZ willckeurig. Danism |, —x;ennfyy—vo.
dus x R x.

e R is symmetrisch: Zij x = <x|,x>> cny =<y ,y,> willckeurig in Z X Z. ¢n neem aan

datxRy. Danm | x,—y,enn | x2-vya. Bijgevolg, x| =y ( mod m) en x> =va(mod n).
Omdat congruentic modulo m en modulo n beide equivalenticrelatics zijn inZ. cn dus
symmetrisch zijn, volgt y | =x(mod m) enya=xs(mod n). Zodoende is v Rov.

® R is transitiel: Zij x = <x|.x5>, vy =<y, ya>, en z =<z ,z,> willckeurig in ZxZ

enneem aan dat x Ry Rz Danm | x ~y,enn |xa=y>enm | yy—zyenn [ vo—za
Bijgevolg, xy =y (mod m) en y =z (mod m) en xa=ya2(mod n) en yy=z-(mod m).

Omdat congruent

modulo m en modulo n beide equivalentierelaties
transitic zijn. volgt x y =z ;(mod m) en x> =z-(mod m).

in inZ. en dus

Terzijde: Je kan ook direct uit de delinitie controleren dat R cen equiva-
lenticrelatic is, zonder terug te vallen op congruenticrelatics modulo cen
getal. Dit kost wel wat meer tijd en rekenwerk.
(b) We gebruiken het feit dat congruentic modulo 2 precies twee equivalenticklassen heett
en congruentic modulo 3 precies dric cquivalentieklassen heeft. Door combineren vinden
we precies 6 verschillende equivalenticklassen voor K.
(¢) Eén representant genomen uit elke klasse. We gebruiken de standaardrepresentanten
0, I voor congruentie modulo 2 en () 1, 2 voor congruentic modulo 3.

{<0,0>, <0,1>, <0,2>, <1,0>, <1,1>, <1,2> }. . T

4. Functies

@) f ()= (5 +7)2.

(b) Te bewijzen: VyelR (-1 <a <1 5 1</ (x)<0).
Bewijs: Zij v € IR willekeurig en neem aan dat 1 <x < 1.
. Uit =1 <x volgt =5=35—1<3-x (beide leden van ecn ongelijkheid vermenigvuldigd
met hetzelfde positieve getal), dus 2=-5+7<5.x +7 (beide feden van cen ongelijk-
heid vermeerderd met hetzeltde getal), en zodoende 1=2/2<(Sx+7):2 (beide
leden van cen ongelijkheid gedeeld door hetzelfde positieve getal). Conclusic:
L<f(x).

Uit x <1 volgt 5. <5-1=35 (beide leden van een ongelijkheid vermenigvuldigd met
hetzelfde positieve getal), dus S-x +7<5+ 7= 12 (beide leden van cen ongelijkheid
vermeerderd met hetzeltde getal), en zodoende (5.v+7)/2<12/2=06 (beide leden

van cen ongelijkheid gedeeld door hetzeltde positieve getal). Conclusic: [ (x) <6,

]
(¢) [is een -1 functie wanneer verschillende inputs teiden tot verschillende outputs. In
predicateniogische vorm geformuleerd:

Vo e e Dty sy = o) 2 [ ()
Met contrapositic krijden we cen logisch equivalente vorm:

ToeDVaeD(f (v )=[{vy) 2 =as)
N.B.: Dy is de standaardnotatic voor het deliniticgebied van fo d.w.z.. de verzameling van
alle geaccepteerde inputs van /.

Bewij

: 78 xi.vse IR willckeurig en neem aan dat f(xy)=f(x2). Dit betekent

(3 +7)2=(5x2+7) 2. Beide leden van de gelijkheid maal 2 geelt Sy +7=5x, +7.

Beide feden van de gelijkheid min 7 geeft Sovy =3y, Beide leden van de gelijkheid
godeeld door S geeft vy =v s,
(d) Voorschrift voor de inverse functic van £

(i 2y tadd ™)
v Dy e 2y a7

‘I

Zodoende: /7y =2y =7)

5. Inductie en recursie

@y =loo=d =1, =26

Bewijs van de tormule 7, = 2" U= 2 met inductic naar n 2 1
Basis # =1: 1, =1 cn de formude voor =1 geeft Xo1-2=

Stap n=>n+1: | 7i) 1 2 Dwillekeurig en onderstel dat de Tormule geldig is voor deze |

'

. s
Loy =20, 40+ 1= 202" b= +n+1=2"""-2n-d4+n+1=

HJ_:;_._\:iu Sl

Lor+t) -2,
(h) Transiticve alstuiting van R is de vereniging. van de relatries R, R*. R Preciczer:
het is de verzameling
{<va>: 3zl <ev>e R
Het is de klcinst mogetijke transiticve relatic waar R in bevatis.

(¢) Berekening van de exponenten van R

. R:verschil in absolute waarde is 1

. R-7 verscehil in absolute waarde 1s O of 2.

. R7verschil in absolute waarde is 1 of 3.

J R versehil in absolute waarde is O of 2 of 4.

. R versehil inabsolute waarde is T ot 3ol'a.

Volgende machten van R leveren niets nicuws meer op. Dus:

Transitieve afsluiting van K is R U ROURVURY IR Ditis de "volle relatic”
T 1007




