Faculteit der Exacte Wetenschappen Tentamen Lineaire Algebra

Duur: 3 uur
Vrije Universiteit 23-08-2000

1. De deelruimte V C R* wordt opgespannen door de vectoren

1 1 1 2
vy = ! Vg = 0 v -1 n vgq= -1
1= 1 ? 2 — 1 H 3 = 1 € 4 — 2
1 2 3 5
a) Bepaal de dimensie van V.
b) Bepaal een orthogonale basis voor V.
4
c) Bepaal de orthogonale projectie Z van de vector z = (1) opV
3

2. Gegeven is het stelsel vergelijkingen

z—2y = 6
2 -y = -3 ,
z—3y = k

waarin k € R.

a) Voor welke k heeft het stelsel oplossingen? Los voor die k het stelsel op.
b) Stel nu k = 1. Bepaal de kleinste-kwadraten oplossing van het stelsel.

3. a) Toon aan:

rz 1 1
1 z 1|=(@E-1%z+2).
1 1 z

b) De matrix B wordt gegeven door:
3 1 1
B=]1 31
1 1 3

(i) Bepaal de eigenwaarden van B en geef een basis voor de bijbehorende
eigenruimten.

[Aanwijzing: je kunt hierbij onderdeel a) gebruiken.]

(ii) Verklaar waarom B orthogonaal diagonaliseerbaar is en geef vervolgens een
orthogonale matrix Q en een diagonaalmatrix D zo dat B = QDQT.

(iii) Is B? ook orthogonaal diagonaliseerbaar? Licht je antwoord toe.
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4. We beschouwen de vectorruimte Py van polynomen met graad ten hoogste 2, inclusief
het nulpolynoom. Gegeven zijn de standaardbasis £ en de verzameling C door

E={1,t,t} en C={1-tt-1*1+¢}.
a) Toon aan dat ook C een basis is voor Ps.

. P
b) Bepaal de overgangsmatrix Ce £

5. Gegeven is de kwadratische vorm Q(x) = z2 + 10z + z3.

a) Voer een basistransformatie x = Py uit die Q(x) omzet in een kwadratische
vorm zonder gemengde producten.

b) Laat zien dat de kwadratische vorm Q(x) indefiniet is.

6. Bepaal of onderstaande beweringen juist of onjuist zijn. Indien de bewering juist is,
geef dan een bewijs. Als de bewering onjuist is, geef dan een tegenvoorbeeld.

a) Ais een 2 x 2 matrix. Als A inverteerbaar is, dan is A ook diagonaliseerbaar.

b) A en B zijn 2 x 2 matrices. Als A en B inverteerbaar zijn, dan is ook de 4 x 4

. A
blokmatrix ( 0 B

c) A en B zijn gelijkvormige matrices. Als A2 = O dan is ook B% = O.
d) Laat A een reéle n x n matrix zijn. Dan det(AT A) > 0.

) inverteerbaar.

e) Een oplossing voor een lineair stelsel van 3 vergelijkingen in 3 onbekenden is
altijd te vinden met behulp van de regel van Cramer.

f) De afbeelding T : R* — R gedefinieerd door T'(x) = ||x|| is een lineaire trans-
formatie.

g) Laat A een reéle 2 x 2 matrix zijn. Als A een complexe eigenwaarde is van A4,
dan is A ook een eigenwaarde van A.

h) Laat A een n X n matrix zijn. Als A2 = A en )\ is een eigenwaarde van A, dan
geldt A=0o0of A=1.

7. Bewijs onderstaande uitspraken
a) Laat T : R* — R™ een lineaire afbeelding zijn. Dan is T injectief (one-to-one)
dan en slechts dan als T'(x) = O alleen de triviale oplossing heeft.

b) Laat V een inproductruimte zijn. Als {u, v} een orthonormale verzameling is
in V dan geldt ||u — v|| = v2.

c¢) Laat B een inverteerbare n x n matrix zijn. Dan is BT B positief definiet.
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