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Dit tentamen bevat 6 sommen. Je maakt er 3 of 4. De laatste twee sommen
zijn zonder spoorboekje. Als je alleen deel 2 doet dan maak je 3 sommen:

e 1 of 2 (3 punten)
e 3 of 4 (4 punten)
e 5 of 6 (3 punten)

Cijfer is dan het totaal gescoorde aantal punten. Doe je het hele tentamen
maak dan 1 som naar keuze extra. Je komt dan op totaal 13 of 14 punten. Ik
deel door 12 om het cijfer te krijgen.

Schrijf na afloop op het tentamen of je deel 2 of het hele tentamen doet.
Denk even na over welke sommen je eerst maakt.
Licht je antwoorden duidelijk toe.

Bij de correctie wordt op de details van de afschattingen gelet, ook bij som 5.

OPGAVE 1. Een Mgbius-transformatie is een afbeelding van €U {oo} naar € U {oo} van -

de vorm
az+b

frz= cz+d

met a, b, c,d € € en ad—bc # 0. Mbius-transformaties zijn conforme (i.e. hoekbewarende)
afbeeldingen die cirkels op cirkels afbeelden. In deze opgave verstaan we onder cirkels ook
lijnen door oc.

Voor 0 # a € € is f, een Mébius-transformatie die 2z = 0 op w = 1 en z = 0o op
w = —1 afbeeldt, met afgeleide in 0 gelijk aan a. De lineaire benadering van f,(z) rond
z =0 is dus gegeven door 1+ az en fy(oc0) = —1.

De volgende onderdelen kunnen onafhankelijk van elkaar worden gemaakt. Houd het
rekenwerk minimaal en licht de antwoorden duidelijk toe.

w,

a) Leg uit waarom f, uniek bepaald is door «, bijvoorbeeld door een formule voor f(z)
te geven.

b) Laat ¢ € IR. In het 2-vlak is Iy de lijn door z =0 en z = e'®. Geef een parameter-
voorstelling van de raaklijn in w = 1 aan het beeld van [ onder f,.

c¢) Bepaal alle waarden van a waarvoor het beeld van de reéle as (in het z-vlak) onder
fa de reéle as (in het w-vlak) is en maak voor één van deze waarden een schets van
het w-vlak waarin je aangeeft wat de beelden zijn van de 4 kwadranten in het z-vlak.



OPGAVE 2. Voor R > 0 laat D = {z € € : |z| < R}. Voor f : [0,27] — € continu met
f(0) = f(2x) definiéren we F : D; — € door

27
F(z) = A Md(ﬁ.

e — 2z

a) Laat voor z,a € Dy met 2z # a zien dat

1 1
b, T ed— 1
= ;__; a—(ei¢_a)2=K(z,¢,a)(z—a),

en geef een formule voor K(z, ¢,a).

b) Laat zien dat er een van R afhankelijke constante Cg is zo dat |K(z, s,a)| < Cr als
R<1len z,a¢€ Dg.

c) Bewijs dat F' complex differentieerbaar is in elke a € D;. Schrijf daartoe het verschil
van het differentiequotient en de te verwachten afgeleide A = F’(a) als
F(z) - F(a)
zZ—a

~A=(-a) [ Ka6,050) b

en schat af.

OPGAVE 3. Voor z € € niet op de negatieve imaginaire as kiezen we
. T 3m
logz = log |2| + iarg 2 (——2— <argz < -é—)
en definiéren we
_ log 2
- (zz + az)(zz + bZ)’
waarbij a > b > 0. Laat 0 < p < b < a < R. De linksom doorlopen contour v bestaat

uit 4 stukken, namelijk de twee intervallen (—R, —p) en (p, R) op de reéle as, en de halve
cirkelbogen

fab(z)

{2€C: |2|=p,Imz>0} en {z€C: |z|]=R,Imz>0}.

a) Laat met een afschatting zien dat de integraal van fu;(z) over de halve cirkelboog
met straal p naar 0 gaat als p — 0.

b) Laat met een afschatting zien dat de integraal van f,;(2) over de halve cirkelboog
met straal R naar 0 gaat als R — oo.

c) Bepaal de residuen van f,; in z = ai en z = bi en bereken 557 fap(2)dz met behulp
van de residustelling.

d) Bereken

/ ~ ! dr en / > log z dz
0 @+ @+ ) 0 @ T @)



OPGAVE 4. Schrijf z = z + iy met z,y € IR. De absolute waarde van de complexe
sinusfunctie is gelijk aan

ey — e_y

. . . 2 . 19 . _
|sinz| = \/sm z + sinh®y (sinhy — )-

Gegeven is de functie f met formulevoorschrift

1
2sinTz

flz) =
a) Bepaal de Laurentreeks f rond z = 0 tot en met de constante term.
b) Bepaal de residuen van f in alle andere singulariteiten van f.

c) Laat 7, de rand zijn van het vierkant

. 1 1
{z=z+iyeC: |w|§n+—2-, |y|§n—|—-2—},

linksom doorlopen. Laat met afschattingen voor de bijdragen over de zijden zien dat
f'}’n f(2)dz — 0 als n — co. Behandel daartoe de bijdragen aan de integraal van de
bovenzijde en van de rechterzijde in detail. De bijdragen van de andere twee zijden
gaan hetzelfde.

d) Bereken Y o, %ﬂ

OPGAVE 5. De Fouriergetransformeerde van een functie f : IR — € wordt gedefinieerd
door

R——»oo

F(A) = lim / f(x)e™® de

Bepaal met behulp van contourintegratie en de residustelling f()) als f(z) =
Hint: doe eerst A > 0.

1+m

OPGAVE 6. Bereken )
T cos¢
/0 a+2cos¢ dé

voor a > 2 met behulp van de transformatie z = €*® en de residustelling.






