Faculteit der Exacte Wetenschappen Tentamen Complexe functies

Afdeling Wiskunde mei 2007
Vrije Universiteit Duur: 11 kwartier

Werk netjes, licht antwoorden duidelijk toe.
Voor elk onderdeel kun je een half punt krijgen.

1. De complexe functie f : C — C wordt gegeven door f(z) = sinz. We schrijven
w=f(2),w=u+1w, 2=z +1y.
a) Druk u en v uit in z en y.
b) Bereken %, g—;—‘, —g—g, g—;.
c) Waarom is f complex differentieerbaar?
2. Gegeven zijn de complexe functie

1
+4

f(z)=z4
en voor B > 0 de krommen -
Mm={2€C:0<Rez <R, Imz =0},
TYo={2€C: |2|=R,Rez>0,Imz >0},
13={2€C: Rez=0,0<Imz < R}.

a) Bepaal de singulariteiten van f(2).
b) Bepaal het residu van f(z) in de singulariteit die ligt in het eerste kwadrant.

c) Kies een orientatie van 9. Laat met een afschatting zien dat

lim [Yzf(z)dz=0

R—o0

d) Laat v =y U~ U~s. Geef v een orientatie en bereken

]{Y f(z)dz

voor alle waarden van R > 0 waarvoor deze integraal bestaat.
e) Bereken [;° f(z)dz.
3. Gegeven zijn de meerwaardige complexe functie

log z
1) = (22 +1)(22 + 4)

en voor R > € > 0 de krommen
m={2€C: e<Rez <R, Imz =0}
Y={2€C: |z|]=R, Imz >0},
13={2€C: —R<Rez < —¢, Imz=0},
1={2€C: |z|=¢ Imz > 0}.



a) Kies een eenwaardige definitie van log z = log |2| + ¢ arg z in het bovenhalfvlak.

b) Kies een orientatie van o en laat met een afschatting zien dat

lim [ f(2)dz=0

R—roo Y2

c¢) Kies een orientatie van -4 en laat met een afschatting zien dat

lim [ f(z)dz=0
e—0 "4

d) Laat v = 41 U2 U3 U ys. Geef v een orientatie en bereken §7 f(z)dz voor
R>2enl0<e<l.

e) Bereken
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4. Voor k,n € N worden de complexe functies fx(z), F,,(2) en F(z) gegeven door

1 1 2z 1 ¢ ,
&)= 23t T5 = Ao Fn<z)—;+k§_=;fk(z), F(z) = lim F(2)

a) Laat voor z ¢ Z zien dat F,(2) — Fp(z+1) — 0 als n — oo.
b) Bereken voor k > R > 0 het maximum M (R) van |f(2)| op {z € C: |2| < R}.
¢) Waarom is voor n > R > 0 de reeks

> Mi(R)

k=n

convergent?
d) Waarom is F' complex differentieerbaar op {z € C: z ¢ Z}?
e) Laat zien dat F'(2) = F(2+ 1) voor alle z ¢ Z.
f) Schrijf z = z + iy. Laat zien dat voor y > 0 en |z| < 1 geldt dat

2y/1+y2

<. 2V 19
Ifk(z)l = (k— 1)2+y2
g) Voor y > 0 geldt
x
y T
—J <«

Laat zien dat F(z) begrensd isop {z =z +iy: y > 1}.



