%,

Afdeling Wiskunde Tentamen Algemene Statistiek (W/Rctr)
%

%
Vrije Universiteit 29 maart 2006

U krijgt de beschikking over een tabellenboekje.
Het gebruik van een niet-programmeerbare rekenmachine is toegestaan.

Succes!

1. Laat Xi,...,X, een rij onathankelijke stochastische variabelen zijn met kans-
dichtheid p, gegeven door

pa(z) = 1ae el zeR,

waarbij A > 0 een onbekende parameter is.

(a) Bepaal de meest aannemelijke schatter (maximum likelihood estimator) voor

(b) Bepaal de Fisher informatie voor A.
(c) Bereken de waargenomen (Fisher) informatie voor A.

(d) Geef een benaderd betrouwbaarheidsinterval voor A op basis van de meest
aannemelijke schatter voor A, met onbetrouwbaarheid a.

2. Laat Xi,...,X,, een rij onafhankelijke stochastische variabelen zijn met kans-
dichtheid p, g gegeven door

z%(1 — z)P
Pap(z) = “Blap ' ° €(0,1),
waarbij a, 8 > —1 onbekende parameters zijn en B(e, §) een normeringsconstante.

{a) Bepaal een voldoende en volledige statistiek voor de parameter (o, 3).
{b) Bepaal een UMVZ schatter voor

9(@, 8) = Eq glog (1 i{;{ )-

Licht toe waarom uw schatter UMVZ is.




3.

Laat Xi,...,X, een rij onafhankelijke stochastische variabelen zijn met kans-
dichtheid pg gegeven door

po(z) = %06_0'”', zeR,

waarbij § > 0 een onbekende parameter is. We gaan deze parameter Bayesiaans
schatten en gebruiken daarvoor als a-priori verdeling een gamma verdeling met vast
gekozen parameters r, A > 0. Deze heeft dichtheid
AT 1,-x6
ﬂ(o)zmer— e ", 6>0,
met I de gamma functie (de precieze vorm van I' doet er niet toe), verwachting v/
en variantie 7/A%.

(a) Bepaal de a-posteriori verdeling. Welke bekende verdeling is dit?
(b) Bepaal de Bayes schatter voor 8 op basis van de steekproef.

In een supermarkt worden zakken rijst verkocht. Volgens de verpakking bevatten
de zakken 10 kg rijst. We willen controleren of deze informatie klopt. Daartoe
hebben we 101 zakken rijst gewogen. De waargenomen metingen noteren we met
Xi,--+ ,X101- We nemen aan dat X3, - - - , X301 onderling onafhankelijk zijn en dat
X; ~ N(u,0?) voor i =1,--- ,101 waarbij u en o > 0 onbekende parameters zijn.
Het gemiddelde gewicht, T, is 8.4 kg en de steekproefstandaardafwijking, s., is gelijk
aan 0.7.

(a) We hebben het vermoeden dat de zakken structureel te weinig rijst bevatten.
Toets dit vermoeden. Neem als onbetrouwbaarheidsdrempel o = 0.05. Vermeld
de hypothesen, de toetsingsgrootheid, de overschrijdingskans of het kritieke
gebied en geef je conclusie.

De fabrikant krijgt een waarschuwing. De fabrikant geeft hier gehoor aan en doet,
naar eigen zeggen, meer rijst in de zakken. We wegen opnieuw 101 zakken rijst.
Deze metingen geven we aan met Yj,---,Yi0;. We nemen aan dat Yi,:--,Yi;1
onderling onafhankelijk zijn en dat ¥; ~ N (v,72) voor i = 1,--- ,101 waarbij v en
72 > 0 onbekende parameters zijn. Het gemiddelde gewicht, 7, is 10.5 kg en de
steekproefstandaardafwijking, s,, is gelijk aan 0.5.

(b) Bepaal een 95% betrouwbaarheidsinterval voor het verschil in verwacht gewicht
voor en na de waarschuwing. Geef aan welke aannames je maakt.
Hint: Bepaal een geschikte pivot en de verdeling van deze pivot.

(c) Toets of het verwachte gewicht na de waarschuwing hoger is dan voor de
waarschuwing. Neem als onbetrouwbaarheidsdrempel a = 0.05. Vermeld de
hypothesen, de toetsingsgrootheid, de overschrijdingskans of het kritieke gebied
en geef je conclusie.

Normering:

1(a

: 4 2(a): 3 3(a): 3 4(a) 3
4 2(b): 4 3(b): 3 4(b): 4
2 4(c): 3

Eindcijfer: (totaal + 4)/4



e Rekenregels integreren:

/ af(2) + b(z) da

:a/f(x)dx+b/g(x)dw
[ £a@)e (@) dz = fig(a)) +
[ £@sta)do

= f(@)e(z)- / F(@)d (z) da
b
/a f'(2)dz = f(b) - (a)
& [ swa= s

o Primitieven:

1
k. k+1
/x dx ——k+1ac +C,

(k # 1)
/idwz]n{a:]-i-c

/sina:d:c: —cosz + C

/cosa:da:z sing + C

cos? x

/ 1 dr =tanz + C
/e”dw-—:ez—FC’

1
/mdx:arctanw-l—c

T = arcsinz + C

=

¢ Reeksen:

1 —_
11—z
e = Z %
n=0
o x2n+1
sin(z) = n;)(# Ve
cos(z) = ;(—1)71 el

o0 mn
In(l +2) = 3 (-1
n=1 n
lz] <1

e Complexe getallen: In het vervolg
isz=x+1iy, z€Czx,y e R
Zij a € C. Dan is |z — a| de afstand van
a tot z in het complexe vlak (Gauss—
vlak).

2 =—1

Z = z — iy, de geconjugeerde van z
ol = Vi E = IR

2] = |2l

arg(z™) = narg(z) (mod 2m)

e® = cos¢ +ising

e = -1




Formuleblad Calculus voor Informatica

e Exponenten:

(ab)" =a"b"
aras — ar—f-s
(ar)s = q"s
%;: =q" 8

¢ Trigonometrie:

2

sinz +cos’z =1

cos (2z) = cos? z —sin® z
=1-2sin’z
=2cos’x —1

sin (2z) = 2sinz cosz

cos (z+y) = coszcosy—sinzsiny

sin (z + y) = sinz cosy+cos T siny

e Limieten:

sinx

lim =1
z—-0 X

lim e* = o0
00

lim e % =0
T—00

lim Inz =
T—00

lim lnz = -0
z—0+4

|
lim ____n(rc +1)
z—0 x

. oef—-1
lim
x—0 T

lim (1+ z)
z—0

n
lim (1+£) =e°
n

n—+oo

=1

=1

8=

=€

e$
lim — = oo, voor vaste k € R
z—+00 I

lim z¥Inz = 0, voor vaste k > 0
z—04

. Inz
lim —~ =0, voor vaste k > 0
Tr—00 I

o Rekenregels differentiéren:

= (f(@) +9(=) = £1(2) + ¢ (@)
= (cf(@) = cf @)

2 (f@)g(@)) = ' @)g(@)+ 7 @) (2)

% (f(x)) _ ['(@)9(z) ~ f(2)g' ()

2 f(g@) = F'(a(a))d (@)

e Afgeleiden:

d k _ k—1
d:cw =kx

—sinz = coszx
dx

—cosx = —sing
dx

t L 1+tan’z
—tanzx = —— =
dz o cos?
d
d 1
29 _ =
dzx n | z
1
1+ 22
1

d
e arcsinz = m

— arctanz =
dzr




