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1. (a) Pp = {Pp; Pp kansverdeling van
∑100

i=1 Yi, metPp(Yi = 5) = p = 1− Pp(Yi = −1)}
StelXi is “succes” bij vraagi. Dan geldt dusW =

∑100
i=1 Yi =

∑100
i=1(6Xi − 1) =

6
∑100

i=1Xi − 100 en derhalve

P(W = 6k − 100) =
(
n
k

)
pk (1− p)100−k, k = 0, 1, . . . , 100

(NB. Ieder antwoord dat in ieder gevalPp(Yi = 5) = p = 1− Pp(Yi = −1) geeft is goed
gerekend)

(b) EpW = Ep
∑100

i=1 Yi =
∑100

i=1EpYi = 100× [5p− (1− p)] = 100× (6p− 1)
(c) Omwerken vanEpW = 100(6p − 1) levertEp 1

6

(
W
100 + 1

)
= p, dusT = 1

6

(
W
100 + 1

)
is

een zuivere schatter voorp.

(d) OmdatT een zuivere schatter is, is de verwachte kwadratische fout gelijk aan de variantie.
We krijgen dan

MSEp(T ) = varp(
1
6

[
W

100
+1]) =

1
36

1
1002

varp(W ) =
1
36

1
1002

100∑
i=1

varp(Yi) =
p(1− p)

100
,

wegensvarp(Yi) = EpY
2
i − (EpYi)2 = 25p+ (1− p)− (6p− 1)2 = 36p(1− p)

2. (a) De aannemelijkheidsfunctie op basis van de waarnemingen(x1, y1), . . . , (xn, yn) is:

θ 7→ L(θ; (x1, y1), . . . , (xn, yn)) =
n∏
i=1

3θ2y2
i e
−θ(xi−y3

i )

Dit is een continue functie inθ. Afgeleide nemen naarθ van de log-aannemelijkheidsfunctie
levert

∂

∂θ

n∑
i=1

[
2 log θ + log 3y2

i − θ(xi + y3
i )
]

=
2n
θ
−

n∑
i=1

(xi + y3
i )

Nulstellen levertθ =
2n∑n

i=1(xi + y3
i )

, en inspectie van de afgeleide laat zien dat dit een

maximum is. Dus de meest aannemelijke schatter is gelijk aanθ̂ =
2n∑n

i=1(Xi + Y 3
i )

(b) De Bayes schatter voorθ wordt gegeven door

E[Θ | (x1, y1), . . . , (xn, yn)] =
∫
θ p(θ | (x1, y1), . . . , (xn, yn)) dθ

=
∫
θ [
∏n
i=1 pθ(xi, yi)]π(θ) dθ∫

[
∏n
i=1 pθ(xi, yi)]π(θ) dθ

=

∫∞
0 θ2n+1e−θ[

∑n
i=1(xi+y

3
i )+1] dθ∫∞

0 θ2ne−θ[
∑n
i=1(xi+y3

i )+1] dθ

=
[
∑n

i=1(xi + y3
i ) + 1]2n+1

[
∑n

i=1(xi + y3
i ) + 1]2n+2

(2n+ 1)!
(2n)!

=
2n+ 1∑n

i=1(xi + y3
i ) + 1



Dus de Bayes schatter ten opzichte van de gegeven dichtheid voorΘ is
2n+ 1∑n

i=1(Xi + Y 3
i ) + 1

.

(c) De simultane dichtheid heeft de vorm

pθ((x1, y1), . . . , (xn, yn)) = 3nθ2n
n∏
i=1

y2
i e
−θ
∑n
i=1(xi+y

3
i )

Dit vormt een exponentiële familie, metc(θ) = 3nθ2n, h((x1, y1), . . . , (xn, yn)) =∏n
i=1 y

2
i , Q1(θ) = −θ enV1((x1, y1), . . . , (xn, yn)) =

∑n
i=1(xi + y3

i ) en een niet-leeg
inwendig voor{−θ|θ ∈ (0,∞)}. Dus

∑n
i=1(Xi +Y 3

i ) vormt een volledige en voldoende
statistiek voor deze familie van kansverdelingen.

3. (a) Plaatje: De empirische verdelingsfunctieF̂5(x) heeft sprongen ter grootte 0.2 bij de waar-
den uit de data set (0.04, 0.71, 0.76, 0.94, 0.96), en loopt van 0 naar 1.

(b) T = supx∈IR |F̂5(x) − F0(x)|, metF0(x) = x op [0, 1]. DusT = | limx↑0.72 F̂5(x) −
F0(0.71)| = |0.2− 0.71| = 0.51.

4. (a) LaatY het aantal kaaltjes in 1000 meter pijp zijn. Er geldtPλ(Y = k) = e−λ λ
k

k! .
Ten onrechte opnieuw afregelen alsλ = 8 enY ≥ 10.
Deze kans is:1− P8(Y ≤ 9) = 1− 0.7166 = 0.2834.
P10(Y ≤ 9) = 0.4579.

(b) Kritieke gebied:K = {k, k + 1, . . . }.
Onder nulhypothese moet gelden:P8(Y ≥ k) ≤ 0.05.
WegensP8(Y ≥ 13) = 1 − 0.9362 = 0.0638 enP8(Y ≥ 14) = 1 − 0.9658 = 0.0342,
geldtk = 14.
Het werkelijke aantal kaaltjes is 12, dus we verwerpen de nulhypothese niet.

(c) Onderscheidingsvermogen:ω(λ) = Pλ(Y ∈ K).
ω(10) = P10(Y ≥ 14) = 1− 0.8645 = 0.1355.
ω(15) = P15(Y ≥ 14)
Y is bij benaderingN (15, 15) verdeeld. Dus er geldt, met continuiteitscorrectie,
P15(Y ≥ 14) = P15(Y ≥ 13.5) ≈ P (U ≥ (13.5 − 15)/

√
15 = P (U ≥ −0.387) =

P (U ≤ 0.387) = 0.6509. Hierbij is gebruik gemaakt van lineaire interpolatie:
P (U ≤ 0.39) = 0.6517 enP (U ≤ 0.38) = 0.6480.

ω(8) = 0.0342 (tabellenboekje)
ω(13.5) ≈ P (U ≥ 0) = 0.5
ω(17.5) ≈ P (U ≤ 0.956) = 0.8305 (ook weer via lineaire interpolatie)
Op basis van deze waarden kan een grafiek van het onderscheidend vermogen geschetst
worden.

5. (a) StelX ∼ Bin(n, p) Het 95% betrouwbaarheidsinterval op grond van de normale be-

nadering wordt gegeven doorp = X
n ±

1√
n

√
X
n

(
1− X

n

)
ξ0.025. Invullen levertp =

0.05±
√

19
203 × 1.96 = 0.05± 0.0955

Er zitten waarden kleiner dan nul in het betrouwbaarheidsinterval, hetgeen niet mogelijk
is. (Dit komt doordat de normale benadering onnauwkeurig is bij kleinep enn. Er geldt
np ≈ 20 × 1/20 = 1, terwijl als vuistregel geldt dat voor het kunnen toepassen van de
normale benadering moet geldennp ≥ 5 enn(1− p) ≥ 5).



(b) Vanwege de relatie tussen betrouwbaarheidsintervallen en toetsen, kan de waarde 0 alleen
in het betrouwbaarheidsinterval liggen als de nulhypotheseH0 : p = 0 niet verworpen zou
worden op grond van de data. Echter,p = 0 is onmogelijk als je minstenśeén “succes”
vindt.

(c) De linkerkantpl en rechterkantpr van het exacte betrouwbaarheidsinterval voldoen res-
pectievelijk aanPpl(X ≥ 1) = 0.025 enPpr(X ≤ 1) = 0.025.
0.025 = Ppl(X ≥ 1) = 1 − PPl(X = 0) = 1 − (1 − pl)20 levertpl = 1 − 20

√
0.975 =

0.0013
Ppr(X ≤ 1) = 0.025 lezen we af uit het tabellenboek:P0.25(X ≤ 1) = 0.0243. Inter-
polatie metP0.20(X ≤ 1) = 0.0692 geeftpr = 0.249. Dus het exacte 95% betrouwbaar-
heidsinterval is[0.0013; 0.249].

Normering:

1(a): 4 2(a): 8 3(a): 5 4(a): 5 5(a): 5
1(b): 3 2(b): 8 3(b): 4 4(b): 8 5(b): 5
1(c): 4 2(c): 6 4(c): 9 5(c): 8
1(d): 8

Eindcijfer = (totaal + 10)/10


