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1. StelXy,...,Xog ~ N(v1,72) enYy, ..., Yo ~ N(vo,72) het aantal studieurerd@r en na de
bijeenkomst. We mogen aannemen dat= Y; — X; ~ N (i, 0?).

Ergeldtzg = 2ens3 = 1 37 (2, — Z9)? = 54/8 = 6.75.

(&) NulhypotheseH: 1 <0 tegen alternatieve hypothesg : 1. > 0.
(Ho:p=0tegenH; : u#0 mag ook.)
Toetsingsgrootheid:

T:@ZQ_N
Sy

OnderH, heeftT eentg-verdeling.
Kritiek gebied:[2.90, o)
Realisatiet = 3 x 2/1/6.75 = 2.31 ¢ K, dus we verwerpen de nulhypothese niet.
(b) Er geldt B
Pu{~ts:0.005 < V9(Zg — 11)/So < ts;0.025} = 0.95

Dit levert als 95% betrouwbaarheidsinterval
[?9—t80025><8—9 39+t80025><8—9]
;U. \/g Y ;U. \/g

Invullen levert[—0.0005, 4.0005]

2. (a) De log-likelihood heeft de volgende vorm
L(p; k) = log (fj) + (k—r)log(l —p)+rlogp

Als k = r, dan heeft de functie een randmaximunpig: 1.

Als k& > r, dan geldt in ieder geval dat het maximum wordt aangenomé ir). Diffe-
rentieren van de likelihood geetft (p; z) = —’f%; + %. Nulstellen van afgeleide, oplossen
naarp, en controleren of extreem maximum is levert als meest aannemelijke schatter voor
p: p(X) =r/X. Ook voork = r geldt deze formule.

Wegens de invariantie van de meest aannemelijke schatter onder monotone transformaties
geldt dat de meest aannemelijke schatter voor 1/p gelijk isgan

(b) We kunnen de kansverdeling herschrijven als een 1-parameter exjgtaéntiilie:

P(X = k) = (p/ (1= p))" (423 s -7)

Aangezien{log(1—p) | p € (0, 1]} een niet-leeg inwendig heeft, geldt dateen volledige
en voldoende statistiek is.

(c) Omdat de zuivere schatter vobfp die een functie is varX de UMVZ schatter is, en
omdatE,(X) = 7, geldt datX/r de UMVZ schatter is.



(d) De Cranér-Rao ongelijkheid zegt dat ieder zuivere schatter gfan een variantie heeft
die minstens gelijk is aaﬁ'%Z.

In ons geval ig/(p) = [1/p)’ = —1/p*. De Fisher informatid, is gelijk aan vagl,(X).
Er geldt/,(X) = —4=L + L, dus
1 r(l-p) r
(1-p? p p*(1-p)

Uiteindelijk krijgen we dus dat de variantie minstens gelijk is a%;y;ﬁ%.

Deze ondergrens wordt gehaald doofr: var,(X/r) = T%varp(X) = %p.

(a) De likelihood ratio statistiek (LRS) wordt gegeven door
supg~o [ [ fo(X)
H?:1 f@:eg (Xz)
I fo_g(Xi)
H?:l fo=0, (Xi)
_ ey x2ee)
(3 i X7)"

(b) De score functie op basis v&an waarneming is gelijk aan:

LRS =

. -2
De Fisher informatie op basis v&n waarneming is derhalve
. 1 4
vargly(X) = H—Varg(XQ) =

Dus de plug-in schatter wordt gegeven deplﬁ ﬁ
i=1

De waargenomen Flsher informatie wordt gegeven doglzz 145(X5).

Vanwege€9( x) = 9% - 94 , krijgen we
1 = 1 — 2 3X2 8
— > (X == e | = e
n; ’ n ; [% Yy X7 (>0, Xi)2] =y X?

(c) Een benaderend 95% betrouwbaarheidsinterval gag@baseerd op de meest aanneme-

lijke schatter is
1 n 2
. 1 1 — Vo 2ie1 X;
+ 0025 = |5 > X2 E1.96-"———
NG = Ven

Een benaderend 95% betrouwbaarheidsinterval #gmbaseerd op de LRS is gebaseerd
op de eigenschap dafog LRS ~~ x3-verdeling alsn — oo. Met andere woorden, het
95% betrouwbaarheidsinterval wordt gegeven door

{6: 4nlog9—2nlog—ZX2—2n+ZX2/9 <X1095}
=1

={0: 4nlog9+ZX2/92<2nlog ZX2+2n+384}
i=1



(a) Ergeldt

0 _
/ :I;Mdm:lg‘
; 5 3

Gelijkstellen van de verwachting aan het steekproefgemiddg)devert

T, =3X,
(b) De likelihood is gelijk aan
n 2 n n
L(97 ($17"' y L H 1[0 9]($1) 92”‘ x<n),oo] H _:UZ
i=1 =1
Invullen vang = z,, IevertL(:c(n) (x1,...,2n)) = 0, terwijl de likelihood voorf <

n) 00k O is, en voot > z,) is de likelihood groter dan nul. Dus het maximum van de
Iikelihoodfunctie wordt aangenomen in een waarde grotergan
NB: De m.a.s. wordt gevonden uit de vergelijking

"9
Z;@—:Ez':Qn

(c) Alle informatie ovem zit in een voldoende statistiek. We gaan op zoek naar een voldoende
statistiek met een zo laag mogelijke dimensie. De simultane kansdichtheid heeft de vorm

n

2(0 — xX;
11 20— z) 72 ) Lio,01(x:)
=1
Als T een voldoende statistiek is, dan kunnen we deze dichtheid schrijven in de vorm

po(x1, ..., xn) = go(T(x1,... ,x0n))h(z1,... ,2).

Omdat[ [, (f —z;) niet te vereenvoudigen is, is iedere voldoende statistiek van dimensie
n.

(d) We kunnen de simultane kansdichtheid herschrijven tot

n n n
2 elogI1iz, (0—zi)+log TTis, 110, 6)(a;)
9271

De functie in de exponent kunnen we niet schrijven in de v@éh:l Q;iOVj(x1,...,xn).



