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1.

(@) Laat X;: uitloop hoorcollege . We nemen aan dat de uitloop normaal verdeeld is. Dan is
een kansmodel gegeven door
Puo = { kansverdeling van steekproef Xi,... , X135 ~ N (u,02); p€R, 0 >0 }.
(Merk op: X; onderling onafhankelijk.)
Nulhypothese: Hj : u < 0 tegen alternatieve hypothese H : u > 0 (of Hy: = 0 tegen
H1 /L#O)

(b) Er geldt 713 = 2.3946 en sx = 1.7173. Verder geldt

P'u{\/ 13(713 — ,u)/SX S t12’0_05} =0.95
Dit levert als 95% betrouwbaarheidsinterval

[ Z1s — t12,0.05 X X , 00 )
V13

Invullen levert [2.3946 — 1.78 x 1.7173/3.6056, c0) = [1.55, 00)
Baseren we het betrouwbaarheidsinterval op Hy: =0 tegen Hy : 70, dan krijgen we

SX

[513 — 12,0025 X 75 » T13 +112,0.025 X % ] = [1.36,3.43]
(c) De waarde 0 zit niet in het 95% betrouwbaarheidsinterval, dus we concluderen dat het
college gemiddeld uitloopt.

(@) Onder de nulhypothese is X; ~ N(1,1).

De grootheid /n(X,, — 1) is de gestandaardiseerde stochast, dus A/(0, 1)-verdeeld. Het
kwadraat van deze grootheid is dus chikwadraat verdeeld met één vrijheidsgraad.

(b) X en S% zijn onderling onafhankelijk. (n — 1)S% heeft een chikwadraat verdeling met
n—1 vrijheidsgraden (de variantie is hier gelijk aan één). T, is dus de som van twee onder-
ling onafhankelijke stochastische variabelen met, onder de nulhypothese, een chikwadraat
verdeling met respectievelijk 1 en n. — 1 vrijheidsgraden. Onder de nulhypothese heeft T3,
derhalve een chikwadraat verdeling met n vrijheidsgraden.

(c) We verwerpen voor grote waarden van To. Het bovenste 0.90 kwantiel van de x%, verde-
ling is 40.3, dus het kritieke gebied is [40.3, c0).

(@) Er geldt

' 01 4

Gelijkstellen van de verwachting aan het steekproefgemiddelde z,, levert

1 1-X,
0  Xn
(b) De aannemelijkheidsfunctie op basis van de waarnemingen z1, ... , Z, IS:

00— L(O;z1,...,2,) = 6" Hzf_l Lo,1)(zi)
=1




Deze functie is differentieerbaar in 6. De afgeleide van de log-aannemelijkheidsfunctie is:

%-}—iz_;log T;

Afgeleide nul stellen en controleren of extreem een maximum is geeft als meest aanneme-
lijke schatter voor 6:

n 1 1 1 —
- =— — -=—=) logX;
Y oieg log X; log X; 6 n Z .

=1

.

(c) We kunnen de kansdichtheid van de steekproef herschrijven als een 1-parameter expo-
nentiéle familie:

n

H fo(z:i) = exp{(6 — 1) Z log z; +nlog 6} H Lio,17(zi)

i=1 i=1 i=1
Omdat {¢ — 1|6 > 0} een niet-leeg inwendige bevat, is Y . ; log X; een volledige en
voldoende stochast.

(d) Een functie van >_ log X; die een zuivere schatter is voor 1/6 is de UMVU schatter. Er
geldt, met y = log x:

1
E(log X;) = /log:cﬁxelda:
0

0
= / yOexp{(0 — 1)y}exp{y}dy

— 00

0
= [yexp{y}]’o, - / explOy} dy = — -

oo 0
DusT = —2 3% log X; is zuiver voor 1/6 en derhalve de UMVU schatter.
() Nee, het is mogelijk dat er een niet-zuivere schatter is met een kleinere MSE.
4. (a) De aannemelijkheidsfunctie op basis van de waarnemingen z1, ... , Z, IS:
"~ 2, p
O L(O;z1,... ,2,) = H ﬁl[o’e] (xi) = 9o Hmil[m(n),oo) (9)
=1 =1

In een plaatje geeft dit:

aannemelijkheid




Omdat de functie maximaal is voor 6 = x,,), volgt het beweerde.
(b) Ergeldtvoor 0 <z < 6:

n

P(Xm <z) = J[P(Xi<u2)
=1

T2z mo g2
- [/o W} G
Analoog geldt voor z < 0: P(X(,) < z) = Oenvoorz > ¢: P(X(, < z) = 1.
Differentiéren levert nu het beweerde.

(c) Voor de likelihood ratio toetsingsgrootheid (LRT) geldt:

SuPg>0 H:'L:1 fe(Xi)
LR [T, fomi (X0)
H?:l fX(n) (X'L)
H?:1 fl (X,)
1
(X(my)?"

(d) We verdelen de onbetrouwbaarheidsdrempel over het linker en rechter kritieke gebied.
Po—1(X(n) < k1) = kI = 0.025 levert k; = 0.8315665
en Py_1(X(n) < ko) = k3° = 0.975 levert ko = 0.9987349.
Dus het kritieke gebied heeft de vorm K = (—o0,0.832] U [0.999, c0).

(e) Het onderscheidend vermogen w () wordt gegeven door w(8) = Py(X(,,) € K).
Er geldt

1 alséd e (0,k]
Py(X(n) € K) = (k1/0)*° =0.0256-2° als § € (kq, ko]
(k1/0)?° +1 — (ko /0)° =1-0.9560"2 als 6 € (ko, 0)

De grafiek van het onderscheidend vermogen komt er als volgt uit te zien:
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