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1.

(@) Pu, = { kansverdeling van gecombineerde steekproef Y7,... , Y21 ~ N (i, a?)

(b)

(©)

(@)

enZzi,... ,Zs ~ N(v,0?) u, v en o > 0 onbekend }
Toets Hy: y=vtegen Hy : p # v
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Sy.z = o z;(yz Y1) +Z;(Zz Zs)
= j=

Kritieke gebied: K = (—OO, —t24;0_025] U [t24;0_025, OO) = (—OO, —2.064] U [2.064, OO)
Realisatie: ¢t = —4.57 € K, dus we verwerpen de nulhypothese dat studenten wiskunde
en BWI gelijk presteren.

Overschrijdingskans: 2 x P{T" > 4.57} met T een Student verdeling met 24 vrijheids-
graden. Omdat P{7" > 3.75} = 0.0005, weten we dat de overschrijdingskans hoogstens
2 x 0.0005 = 0.001 is. (In werkelijkheid is de overschrijdingskans 0.00013)

Herschrijven van

Pu—v { —ts5,0.05 < ) < t45,0.05 ¢ = 0.90

levert

P, v {7 —Y —tu50.05 Sx;y\/55 + 37 < —v < X =Y +ta5005 Sx,vy/ 25 + %} =0.90
Dus het 90% betrouwbaarheidsinterval wordt gegeven door 0.37 + 0.63 = [—0.26,1.00].

Omdat de waarde 0 in het betrouwbaarheidsinterval ligt, verwerpen we niet de nulhy-
pothese dat studenten econometrie en BWI gemiddeld gelijk presteren.

De aannemelijkheidsfunctie op basis van de waarnemingen z1,. .. ,x, is:
n
00— L(6;x1,...,2,) =6" H02xi6_9”1{mi>0}
i=1
Dit is een differentieerbare functie in 8. De log-aannemelijkheidsfunctie is:

n n
2nlogd — 6 Z z; + Z log z; + log 1{z(1)>0}

i=1 =1



Afgeleide nul stellen en controleren of extreem een maximum is geeft als meest aan-
nemelijke schatter voor 6.

A 2n 2

9 = n v - =

=1 Xi Xn
(b) De Fisher informatie op basis van één waarneming is gedefinieerd als iy = vary by (X1).

Omdat ﬁg(Xl) = 2/9 — X1, geeft dltig = Va,I‘gXl = 2/92.
De plug-in schatter wordt nu i; = 3 (X ;)2
Wegens /y(z) = —2/6? is de waargenomen informatie — 2 > | £,(X;) = 1(X,)%
Beide schatters voor de Fisher informatie zijn gelijk!

(c) Een benaderend 95% betrouwbaarheidsinterval voor 6 gebaseerd op de meest aannemeli-

jke schatter is
1 N 1.96v/2

R 2
0=0+ §0.025 = = £ ———=

(@) Ergeldtvoor0 <z <#6:
n \n
P{X( <z} =[[P{Xi<a} = (5) .
i=1

Daarbuiten is de verdelingsfunctie constant. Differentiéren geeft de dichtheid voor X .
Voor X4y geldt, voor 0 < z < 6:

P{X(l)g.’L‘}:l—HP{XZ'Z.’IJ}:l—(0;$>n.

i=1
Differentiéren geeft de dichtheid voor X ).
(b) We moeten laten zien EyT7 = 6 voor alle 6 > 0. Er geldt

0
_ E n—1 — n
EX(n)—/Oa:Onm dz n+19
Idem
EX() :/ 02 0 —2)"" dz
_ _ E n 1
_/ D) ey dy
1

n+1 n+1
Tesamen levert dit het bewijs.
(c) De aannemelijkheidsfunctie/kansdichtheid heeft de vorm

1 n
Po(T1,--. Tp) = <5> Loy <0} Lzay20) = 90(T(m)> 2(1)) P(T(m)> (1))

met gg(av,y) = (%)n 1{$§9} en h(:v,y) = 1{y20}' maw. W = (X(n)a X(l)) is vol-
doende.



(d) Stel (bijvoorbeeld) f(w) = f(.’E(n),:E(l)) =NIT(1) — T(n)-
Dan geldt Eyf (W) = 0, terwijl niet Py {n X1y = X(,,) } = 1 voor alle 6.

(6) X(n) is voldoende en volledig, dus is ”T“X(n) een UMVZ schatter voor 6 en heeft der-
halve de voorkeur.
(@) Ergeldt

% nof  —(6+1) 20
EXZ-:/ 2020 =0+ gp — 7
, 01

Uit de gelijkheid

(b) Laat7) de meest aannemelijke schatter voor 1/6 zijn. Dan geldt

. BN
== ﬁZlogXi—log2

1
0 i=1

(c) De kansdichtheid kan omgeschreven worden tot
n
Po(@1, -, mn) = 0" 2 exp{—(0+1) Y _logzi}
i=1

Dit is een 1-parameter exponentiéle familie. De verzameling {—(6 +1) : ¢ > 0} C R
bevat een inwendig punt, dus is 7", log X; voldoende en volledig.

(d) Wegens Cramér-Rao geldt voor de variantie van iedere zuivere schatter van g(6) = 1/6:

vargT > =

Omdat £y (z) = 5 +1og 2 —log z, geldt
ig = varg(log X;) = 1/62,

en krijgen we als ondergrens

g _ 1
nig  n6?’
A=L3"  log X; —log2 is zuiver, dus UMVZ. Verder geldt
1 11
7) = = varg(log X;) = ~— —
varg(7) - varg(log X;) il

dus de ondergrens wordt bereikt.



