Algebra en Discrete Wiskunde (Tentamen II) 10-06-2009

Vergeet het aparte multiple choice gedeelte niet.

1. Coderingstheorie

(a) Algemene kennis:
(i) Wat bedoelt men met dainimum afstandan een codeC?

Het is de kleinst mogelijke afstand >0 tussen twee verschillende
codewoorden.

(i) Een codeC; heeft minimumafstand 5, een tweede cGdéeeft minimumafstand 6. Hoeel
fouten per woord kunnen deze codesrigerenmet maximum likelihood?

C; kan 2 fouten corrigeren, C, eveneens. Een  woord met drie fou-
ten kan op afstand drie van meerdere codewoorden liggen. Dan is

geen maximum likelihood correctie mogelijk.  Zie: Stelling 1 uit
Coderingstheorie.

(iif) Bij een lineaire code is een bij n checkmatrixH gegeren. Wat bedoelt men met hsyndroom

van een ontvangen woord, en waaraan zie je dat fouten beat?

Het syndroom van w isde m-vector Hw. Alsije w schrijft als
het verzonden codewoord c plus een foutvector e danis
Hw=H{c+e)=H@. Hoewel je de fout e a priori niet kent, kun je
het syndroom (de "ziekteverschijnselen") wel bepalen.
Voor de rest van de opgeis geg&en de ternaire chedk matrix
M@ 01 1 0 0
H:=( 2 0 01 0
b 2 2 0 010
(b) Zoek voorH een bijpassendgenerator matrixG.

H is een systematische matrix, d.w.z.: van de vorm (B]l), met 1 de
eenheidsmatrix en B het resterende blok. De bijhorende generator
matrix ontstaat dan door het blok B te transponeren, te voorzien

van mintekens, en dit achteraan te plaatsen. Vooraan komt dan een
eenheidsmatrix. Resultaat:

El 00 -2 1 O g gl 001 20 B
G= DO 10 0 -2 -2 0= DO 1 0011 T
0 01 1 0 20 O 01 2 0 10O

(c) Codeerde informatie vectoren 200, 201, 221.
v:=200 geeft vG=200210 (2*rij l)
v:=201 geeft vG=201111 (2*rij 1t ij 3)
v:=221 geeft vG=221100 (2*rij 1t 2*rij 5 t I ij 3)
(d) Corrigeerendecodeede ontvangen woorden 020112, 102201 indien mogelijk gafitavaarom
het niet lukt.

w=020112: syndroom=Hw=120. Ditis 2*kolom1 van H, dus is er een
fout 2 op positie 1.  Correctie ("-2" op positie 1): 120112; de-
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2.
(@)

(b)

(€)

codeer: 120.

w=102201: syndroom=Hw=012. Dit is niet een veelvoud van een kolom
van H, dus is er meer dan 1 fout. Dit syndroom kan ontstaan als:
kolom5 + 2*kolom®6, als kolom1 + kolom 3, en als kolom2 + 2*kolom 5.
Geen maximum likelihood decodering.

Tellen

Algemene kennis:
() Je wilk dingen kiezen uih zonder volgodeenzonder herhaling Hoe heet zo'n keuze en wat is
de formule voor het aantal mogeéjkeuzes?

Dit is een k —combinatie van n. Hetaantal keuzes is
= =k nomiaalcoéfficién _
kO Ki(n-k) (binomiaalcoéfficiént )

(i) Je wilk dingen kiezen uih met volgordeenmet herhalingoegestaan. Hobeet zo’'n keuze en
wat is de ormule voor het aantal mogelk§ieuzes?

Ditis een k —herhalingsrangschikking van n. Hetaantal keuzes

is nk.

Laat zien dat de volgende formule juist is door op twee manieren het zelfde bedrag te tellen. Geef
duidelijk aan wat je telt, en hoe je telt:

on+no_$ oMo " O

Op O o0 O0p-id

Je hebt m+n dingen opgedeeld in een verzameling van m en een verza-

meling van n. Uit het geheel wil je p dingen kiezen, waarbij volg-

orde niet meetelt en herhaling niet is toegestaan.

Deze keuze kun je uitvoeren door eerst een bedrag i te kiezen uit

0,1,2,..,p, en vervolgens precies i dingen te nemen uit de m-verza-

meling en (parallel hiermee) de resterende p-i dingen te kiezen uit

de n-verzameling.

angon O

Ui 0 p-i0

Het totale bedrag is de som van deze getallen voor de diverse i.

De birthday paradoxvariant). \ijf studenten behalen een geheeltallige score van 1 tot 10 (grenzen

inbegrepen). Hogroot is de kans dat een score meer dan eens gehaal? wAgumenteer je

antwoord.

N.B.: Met "kans" wordt bedoeld de verhouding "aantal gewenst / aantal mogelijk". (Kans wordt
vaak in procenten uitgedrukt.)

Aanwijzing: bereken eerst de de kans dat alle scores verschillen.

We hebben een verzameling Studentenvan grootte 5 en een verzameling
Scoresvan grootte 10. De kans dat alle vijf de scores verschillend

zijn, is het aantal injectieve functies Studenten- Scores g edeeld door
het aantal functies Studenten- Scores

Het aantal injectieve functies Studentens Scoresis (105=109[B[7 [®.

Het aantal functies Studenten. Scoresis 10

Bij gegeven i geeft dit keuzes.
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(d)

De verhouding is dus
9T B 973
10000 6%
eris dus 3024 procent kans op een "negatief' resultaat. De
gevraagde kans is dan het complementaire bedrag: 69 76 procent.

=0.3024

Op hoeeel manieren kunnen we tien eendere knikkers verdelerzes verschillende bakjes, zo-
danig dat precies twee bakjesddiijven? (Goed¢oelichting scoort.)
Oplossing:
Kies eerst welke twee bakjes leeg blijven, en leg dan 1 knikker in
elk van de vier overgebleven bakjes.
We kunnen de resterende 6 knikkers nu willekeurig verdelen over die
bakjes.
Dit keuzeproces levert:
((6 kies 2) keuzes voor lege bakjes) maal
(aantal verdelingen van 6 knikkers over 4 bakjes).

Aantal manieren: 15.(4+6-1 kies 6)=15*(9 kies 6)=15*84=1260.

3. Recurrente betrekkingen

(@)

(b)

Algemene kennis:
(i) Watis deorde(diepte van de recurrente betrekkiag —5a,, 3 +2a,=07?

De orde (diepte) geeft aan hoe ver je teruggaat in de rij, en
dat is 6.

(i) Hoeveel beginvoorwaardetkun je opleggen aan de algemene oplossing van de recurrente betrek-
king uit 1)?
Het aantal mogelijke beginvoorwaarden is gelijk aan de orde
(diepte): 6.
We willen woorden maken van lengtemet drie symbolerf, 1en 2. Er mogen nooit twee nullen na
elkaar lomen. Hewantal mogelije manieren om zo’n woord te maken noemenaye
(i) Geefa ena,.
Lengte n=1. je k an 0,1 of 2 nemen. Dus &g =3.
Lengte n=2: er z ijn 3*3 mogelijkheden voor rijties van twee sym-
bolen, waarvan één rijtje niet mag (namelijk "00"). Dus a,=8.

(i) Stel met een zorgvuldige redenering een recurrente betrekking opvoor
Aanwijzing: Ervan uitgaande dat je letters achteraandeg, maak onderscheid tussen woorden
met nul achteraan en woorden met een ander symbool achteraan.

Gegeven een woord van lengte n=>3 zijn twee gevallen mogelijk:

* Het woord eindigt op 0: d an moet het voorlaatste symbool 1
of 2 zijn. Het voorafgaande deelwoord kan om’t even welk accept-
abel woord van lengte n-2 zijn, gevolgd door een 1 ofeen 2
Aantal mogelijkheden: 2* apo.

* Het woord eindigt niet op 0. Hetvoorafgaande deelwoord kan
ieder acceptabel woord zijn van lengte n-1, waarna dus de eind- 1
of eind- 2 volgt. Aantal mogelijkheden: 2% apg.
Totale aantal mogelijkheden: a,=2*a,1*+2* a,
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(i) Bereken met het resultaat uit (ii) de aantaligena,.

Volgens de formule vinden we:
p=2[+2[@,=2[3+2[B8=6+16=22
y=2[@+t2[@3=2[8+2[22=16+44=60

(c) Los de recurrente betrekking

ap—2a,4,=2"1 (n=1)

op onder de beguoorwaardea, =1.

Homogeen: De k.v. is r-2=0 met wortel 2. Dus:
a = k2",
Particulier: Het rechterlid is van de vorm b", w aarbij de basis b
tevens wortel is van de k.v.
Het voorstel is dan: alP:=Im2".
Invullen in de recurrente betrekking geeft |=1/2. Dus: aP=1/2m2".

Algemene oplossing:

a,=k2"+%m2".

Beginvoorwaarde:

ay=1=k2°+%02°=k.

Dit geeft k=1
Oplossing:

a,=2"+%meR"="an+1)2"

4. Geneerende functies

(a) Algemene kennis:

(i)

(ii)

(iii)

Van welke 1ij getallen is dit de genererende functie:

X2 = X0+ X2+ X4+,
n=0
Van de rij (1,0,1,0,1,0,..).
In een machtreeka(X) willen we een machtreel®(X) substituerervoor X. Dat kan onder
bepaalde vooraarden. \Wlke van de volgend&(X) mogen altijd gebruikt worden en welke
niet?

1+X; 1-X% X3
Er mag geen constante term optreden. Alleen X3 is bruikbaar.

Laat A(X) en B(X) machtreeksenaorstellen. Eereukvan de vorm A(X)/ B(X) kan onder
bepaalde voorwaarden &een legitieme machtreeks opteen. Welke van de volgend®(X)
mogen altijd gebruikt worden en welkh.a. niet?

1+X; 1-X% X8

Er moet(!) een constante term ( #0) o ptreden. Dus is X3 niet
bruikbaar, de andere twee zijn het wel.

(b) Gegeren de undamentele machtreefis- X)™® =1+ X + X?+ X3+-- ., herschrijf de machtreeks
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A(X) 1= kZOszka =1+4X?+16X*+64X° +..

in de vorm van een breuk "constante / veelterm".
We kunnen A(X) eerst schrijven als

k§O(22x2)k — kgo(4 X2)k.

Dat is de fundamentele machtreeks met X omgezetin  4X%. E en derge-
lijke substitutie is toegestaan (onderdeel (a)). Bijgevolg is de
gezochte breuk deze:
1
AX) = ——.
X)= 12
(c) In dit onderdeel bekijken we de machtreeks (product van veeltermen)
(X2+X3+...+ X3
() Welk telprobleem in de sfeer van knikkers-in-bakjes wordt hiermee gemodelleerd?

De veelterm tussen de haakjes staat voor het telprobleem van

eendere knikkers in één bakje, met als voorwaarden: tenminste 2

knikkers en ten hoogste 9 knikkers. De derde macht modelleert

dan het probleem: op hoeveel manieren kan een aantal (zeg: n)
eendere knikkers worden verdeeld over drie verschillende bakjes,

z6 dat alle bakjes tenminste 2 knikkers bevatten. Het resultaat

is de coéfficiént van X",

(i) Bereken met toelichting de coéfficiént vat? in het product.
We kunnen (X?)2=X® voorop stellen. We moeten dan in @+X+..+X)?
de term met X* bekijken. De coefficient is het aantal manieren

om 4 eendere knikkers over 3 verschillende bakjes te verdelen.
(Dat zie je ook als je de coefficient gaat uittellen in een
tabel voor vermenigvuldiging.) De coefficient is:

#+3-10_®0_

0 4 D_mm‘15

5. Laatjesprincipe en Inclusie/Exclusie

(a) Algemene kennis.
(i) Watis hetLaatjesprincipe?
Als je een aantal objecten in een aantal laatjes wil deponeren,
en er zijn meer objecten dan laatjes, dan zullen er twee (of
meer) objecten samen in één laatje terecht komen.

(i) Wat is hetPrincipe van Inclusie/Exclusie@eef de releante formule(s) en de betekenis van de
gebruikte symbolen.

Er zijn t condities ¢, ..,C¢ in een universum met N elementen, en
we willen het aantal N daarvan kennen die aan geen enkele condi-
tie voldoen ("verboden"). Formule:

N = ptgo(—l)psp =$-S+S-..+(-1)'S.
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Daarbij S, de som is van alle bedragen van de vorm N(ci,, ..,ci), met
p verschillende verboden Ci,, .-, Ci,- Het bedrag N(ci, .., cip) stelt het
aantal elementen voor dat aan de opgesomde condities voldoet.

Voor een aantal p=0 nemenwe S=N()=N, de g rootte van het uni-

versum. Zie OU, hoofdstuk 6 pp. 157-158.
(iif) Wat bedoelt men met eesurjectieve functie fA - B?

leder element b OB heeft de eigenschap dat een element aldA
bestaat, z6 dat b= f(a).
leder element van B is een waarde van f.

(b) Gebruik het principe van Inclusie/Exclusie om te bepalendabgehele getallenan 1 tot/met D00
niet deelbaar zijn dodt, 9,en 1.

Het "universum" voor dit probleem bestaat uit alle getallen van 1
tot/met  1000.

conditie (verbod) c,: d eelbaar door 7,

conditie (verbod) C,. d eelbaar door 9,

conditie (verbod) c3: d eelbaar door 11.

N(c)=[1000/7=142 | N(c;c,)=[@000 /(7 9)E15 N(c, ¢, c3)=[000 /(79 A1) F1
N(c,)=[1000/9CF111 | N(cyc3) =000 /(72112
N(cg)=[1000/11=90 | N(c3¢)=0@000/(911)F10
$=1000 | § =343 S,=37 S;=1

N.B.: [kO stelt de entier voor van X.
Gezochte aantal:

S-S +S, - S;=1000-343+37-1=6%.

(c) Surjectieve functiesA - B.
(i) Zoek met behulp van het Principe van Inclusie/Exclusie een formule voor het aantal sarjectie
functies van eek-verzamelingA naar eem-verzamelingB. Je <oort al wanneer je de
"boekhouding" goed hebt.

Eerst de boekhouding.

Het universum voor dit probleem bestaat uit alle functies A- B.
Er zijn n verboden. Verbod nummer i is:

het i-de element b, van B komt niet voor onder de functiewaarden.

Gegeven p verboden iy, ..,ip, i s N(ii..ip) hetaantal functies A- B die
de bijhorende b’s niet als functiewaarde hebben.

S, is de som van de getallen N(i;..ip) over alle keuzes van p ver-
boden. Ihb is & de grootte van het universum (geen verboden).

De oplossing is de alternerende som S-S +..+(-1)"S,.

Nu de formules.

We berekenen eerst S. Bijde ide voorwaarde horen alle functies

van A naar B\{b}, datzijner N(c)=(n-1)* stuks. Dus is

S =nn -1)~.

We berekenen S,: b ij de combinatie van de ide en jde voorwaarde
horen alle functies van A naar B\{b;, b;}, d atzijner N(cic;)=(n - 2)K

stuks. Dus is Szzgg(h—l)k.
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De redenering voor een combinatie van p (0<p<n) v oorwaarden is

nu wel duidelijk en geeft de formule: Sp= E;gm— K)P, nl.:
aantal keuzes van p verboden maal
aantal functies f van A naar( B min p bijhorende b’s).

We vinden voor het gezochte aantal:

pgo (1P, = pgo(_l)p%gc“ )

(i) Bereken dit aantal concreet vdor 5, n=4.

Voor k=5 en n=4 hebben we
Sp=4>=1024,
slzgg,f:mm:g?z,

szzg °=6[32=192,

%=g °=401=4,

&zg =0

Het gezochte aantal is: 1024-972+192-4=240.

Normering

la:
1b:
1c:
1d:

(Multiplechoice: -3 ptn per fout)

Totaal = 90

3 2a: 2
4| 2b: 4
4 2C: 4
4 | 2d: 4
15 14

Cijfer = (Behaald Totaal)/10 + 1

3a:
3b:
3c:

14

4a:

4b:
4c:
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5a:

14

15

B 6:

18

18



naam, studierichting & jaar: 10-06-09

6. Multiple-choice gedeelte

» Bijiedere vraag is precies één van de onderdelengmi@neest) volledig.
* Het antwoord (aangekruist of zwartgemaakt bolletje) hoeft@mebrden toegelicht.

6.1. Gegeen is een binaire wordruimteW met woorden van lengte Het aantal elementen in ebol
met straal is dan gegeen door:
0 1l+n+n?

LN
+n+
o 1+n o0 0O DEZE
o nih-Lin-2).
o Dit hangt af van de gebruikte co@e1W.
Toelichting: de drie termen in optie 2 geven aan: het aantal woorden

op afstand 0, het aantal woorden op afstand 1, en het aantal woorden
op afstand 2 van het centrum.

6.2. Zij H de checkmatrix @or een lineaire code diefoutendetecteert.Dit houdt het volgende inoor

H:

0 H bevat een vier bij vier eenheidsblok.

0 Elke vier kolommen varH zijn lineair onafhankelijk.00 DEZE

0 De eerste vier kolommen vaih zijn verschillend.

0 Geen van de vogeande is juist; je hebt de generator matrix nodig.
Toelichting: Zie Stelling S5 uit de syllabus.

6.3. Hoeveel open lettingenkunnen we madén metk kralen, waarbij n gegeven kleuren kunnen optre-
den?

, oo o
kO k!(n-k)'
o Mm+k-1g (n+k-1)

O k O ki(n-1) °

o (nNg=n(n-1)..(n-k+1).

o n“=nmO.m (k maal). J DEZE

0 (...) Geen van deze formules is correct.

Toelichting: Het is de formule voor k-herhalingsrangschikkingen van n.

6.4. Een bedragank eurocent wrdt betaald met uitsluitend munteanv, 2 5 eusrocent. Danunten zijn
eender op hun waarde n&Ve willen weten op hoeeel manieren dit kanWelk product \an formele
machtreeksers het juiste model voor dit telprobleem?

1 1 1
(0] X X .
@A-X)  (@L-X)2  (@-X)S
1 2 5
(0] X X .
1-X  1-X 1-X
X X2 X5
X X .
0 (l_x)(l_x)(l_x)
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1 1 1
o] X X :
G * o)
N.B.: Een munt van 2 eurocent kun je zien als een grogpigwee centen; 5 eurocent is dan een groepje
van 5 enten.

Toelichting: De laatste optie is juist. Dat zie je beter als je de
reeksen uitschrijft.  Bijvoorbeeld is 1/@- X5 gelijk aan

kz X5k :1D(O+1D<5+1D(25+”
;)

Je ziet de termen ontstaan voor "1 mogelijkheid voor k groepjes van 5"
(k=0,1,2,.).

6.5. Het aantal oplossingeram x; + X, +..+ X, =Kk, met xy,..,X,, geheel en niet-mgtief, stemt oereen

met

0 het aantal kettingen van lendtemet kraaltjes im mogelijke Keuren. Dekraaltjes zijn op de kleur
na eender.

o0 het aantal functies van e&nverzameling naar eamverzameling.

0 het aantal verdelingen v&neendere knikkersver n verschillende bakjesll DEZE

o0 het aantal verdelingen v&neendere knikkers in eendere porties van graotte

N.B.: met "eendere porties" wordt bedoeld dat de porties, afgeaiehun grootte, niet te onderscheiden
zZijn.

Toelichting: het bedrag X; wordt geinterpreteerd als het aantal

knikkers in bakje i.

. . .. Ao
6.6. De binomiaalcoéfficién 50

0 s gedefinieerd alaﬂ
| (¥2—5)
o isO,want5>%
o is gedefinieerd a!ls/2 (1/2_12_)" '(1/2_4). 0 DEZE
0 bestaat niet, want binomiaalcoéfficiénten bestaan alleen met natugeligdlen.
Toelichting: Optie 1 bevat zinloze uitdrukkingen zoals (*2) en (¥2-5).

6.7. Zij n= pfl.. pE‘ de priemfactorontbinding van een geta 2 in priemfactorenp,.., py, gerangschikt
in stijgende wlgorde. V¢Ik voorschrift is correct voor de waargén) van deMobius functie:

o u(n)=(-1)"als elkee =1. 0 DEZE

0 p(n)=(-1)%.. (1)

o0 u(n)=k (aantal verschillende priemfactoren).

0 u(n)=e +..+¢, (totaal van de optredende exponenten).
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