
Divisie Wiskunde en Informatika Algebra en Discrete Wiskunde I

Vrije Uni versiteit Tentamen 20-12-06

Opgelet: Er is een apart multiple-choice gedeelte op de laatste bladzijde (vraag 6).Schrijf op dat blad je
naam en lever het mee in met je overige tentamenkopij!

1. Modulorekenen

(a) Algemene kennis:

(i) Zij m≥ 2 een geheel getal. Geef het relatievoorschrift voor de relatiex is congruent mety modu-
lo m.

x is congruent met y modulo m, in s ymbolen, x ≡ y(mod m), b etekent:
m| y − x ( m is een deler van y − x).

(ii) Laata, b gehele getallen ongelijk nul zijn.Wat zegt deBezout formuleover deze getallen?

Gegeven a, b≠ 0 in ZZ bestaan x, y ∈ZZ met

a⋅x + b⋅y = ggd(a, b).

Het rechterlid is de grootste gemene deler van a, b.

(iii) De ISBN codebestaat uit een aantal symbolen (cijfers 0-9 of ’x’ voor ’10’). Het laatste symbool
is een "check" symbool.Wat is de check voorwaarde?

Laat (ai)
10
i=1 de code voostellen. Dan moet

10

i=1
Σ i⋅ai = a1 + 2⋅a2 + . .+10⋅a10 ≡ 0(mod11 ).

(b) In ZZ / (6 5) met vermenigvuldiging zoeken we naar de inverse van een klassex. Completeer de vol-
gende tabel. Antwoorden volstaan.

x is: inverse ja/nee: (zo ja) inverse is:

25 nee --
26 nee --
27 ja -12 ≡53

(c) (opgave 1:14 ) Los het volgende stelsel vergelijkingen op (modulus31):



 6⋅x +11⋅y = 0

5⋅x +3⋅y =3
Nuttige veelvouden van de modulus: 31 62 93 124 155.
Eliminatie methode:

(1 ) 6⋅x +11⋅y = 0

(2 ) 5⋅x +3⋅y =3
(1)-(2): x +8y = − 3, d us x = − 3−8y (3).
Gelijkheid (3) in (1): 6(−3−8y) +11y = 0, d us 13− 6y = 0.
De inverse van 6 is −5. D us y = − 5⋅13= − 3.
Dit geeft tenslotte: x = − 3−8(−3)= −10. R esultaat: x = −10, y = − 3.

Matrix rekening:

We hebben nodig: de matrix M van het stelsel en zijn determinant.

M : = 


6

5

11

3


; det(M) =18− 55= − 6;

Inverse determinant: (−6)−1 = 5.



M−1 = 5⋅
3

−5

−11

6



= 


15

6

7

−1


.

Oplossing:




x

y



= 


15

6

7

−1

 ⋅ 


0

3



= 


−10

−3


.

2. Groepen

(a) Algemene kennis:

(i) Je heb een groep van orde29 en een elementx dat niet het neutrale element is.Wat weet je van
deorde vanx?

De orde is een deler van 29 en is niet 1 ( → neutraal element).
Omdat 29 een priemgetal is, moet de orde van de gegeven x wel 29
zijn.

(ii) Laatm≥ 2 geheel zijn.Welke informatie wordt er weergegeven met deEuler functieφ(m)?

φ(m) is het aantal getallen x met 0≤ x < m en ggd(x, m) =1.
Alternatief: φ(m) is het aantal elementen van de multiplicatieve
groep ZZ*

m. D at is ook het aantal priemrestklassen modulo m.

(iii) Formuleer deChinese reststellingin een situatie waar je precies twee modulim1, m2 hebt.

Laat de getallen m1, m2 ≥ 2 relatief priem zijn, en laat a1, a2 ∈ZZ.
Dan is het stelsel vergelijkingen

x ≡ a1 (mod m1), x ≡ a2 (mod m2)

oplosbaar in x, en de o plossingsverzameling is precies gelijk
aan één restklasse modulo m1⋅m2.

(b) Zoek een geheel getalx dat tegelijk voldoet aanx ≡11 (mod14) en x ≡8(mod15 ) (goede toelichting
scoort).

De moduli m1 : =14 en m2 : =15 (met product 21 0) z ijn relatief priem. Er
bestaan dus getallen x1 en x2 met x1⋅m1 + x2⋅m2 =1; op z icht: x1 = −1 en
x2 =1. Met a1 : =11 en a2 : =8 is de formule voor de oplossing:

x ≡ a1x2m2 + a2x1m1 (mod m1⋅m2).

Dat geeft: x =11⋅1⋅15+8⋅(−1)⋅14=16 5−11 2= 53 (mod21 0).

(c) Bereken 1074(mod51 )op een economische manier (goede toelichting scoort).

Berekening φ-functie: φ(51)= φ(3 )⋅φ(1 7) = 2⋅16=32.
ggd(1 0,51)=1 dus (Euler) 1032 ≡1 modulo 51.
Exponent reduceren: 74= 2⋅32+10 --> 1074 ≡1010.
Exponent in binair: 10 = "1010" --> instructie "xssxs".
Resultaat: 1--x-->10--s-->100=-2--s-->4--x-->40=-11--s-->121=19.

Zonder reductie via de Euler stelling is het rekenwerk wat omvangrijker:
74 = "1001010" --> instructie "xsssxssxs".
1--x-->10--s-->100=-2--s-->4--s-->16--x-->160=7--s-->49=-2--s-->4--x-->40=-11--s-->121=19.
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3. Veeltermringen

(a) Algemene kennis:

(i) In sommige veeltermringenR[X] geldt degradenformule.Wat zegt deze formule en voor welk
type van ringenR is ze geldig?

Graad van F⋅G is graad van F + graad van G: g eldig voor veelter-
men met coefficienten in een ITG (integriteitsgebied).

(ii) Gegeven zijn: een lichaamK en twee veeltermenA, B ∈ K [X] ongelijk nul. Het Delingsalgorit-
mezegt iets over een formule van de vormA= B⋅Q+ R. Wat wordt er precies gezegd?

Gegeven A, B ∈ K [X] {0} is er een uniek paar veeltermen Q (quo-
tient) en R (rest) die voldoen aan A= B⋅Q+ R en hetzij R= 0 hetzij
deg(R) < deg(B).

(iii) Leg bondig uit hoe deCRC(Cyclic Redundancy Check) functioneert: sleutel, codering, decode-
ring. Jehoeft niets aan te tonen.

(b) Zij K een lichaam.Laat zien dat een veeltermP ∈ K [X] van graad≥1 geen (multiplicatieve) inv erse
kan hebben inK [X] (goede toelichting scoort).

Als P een inverse zou hebben (zeg: de veelterm Q), dan zou P⋅Q=1 en
dus deg(P⋅Q) = 0. Maar een lichaam is een ITG en dus geldt de graden-
formule: 0= deg(P⋅Q) = deg(P) + deg(Q). D it kan niet want deg(P) ≥1 en
deg(Q) ≥ 0.

(c) Zij K : = ZZ /(2 ). Het is bekend datX2 + X +1 de enige tweedegraadse irreducibele veelterm is in
K [X] (niet aantonen). Gebruik dit resultaat om aan te tonen datM : = X4 + X3 +1 irreducibel is
in K [X].

De veelterm M heeft geen nulpunten (vul 0 en 1 in). Dus heeft M
geen ontbinding van de vorm 1e graads × 3e graads. Als er een ont-
binding 2e graads × 2e graads is, dan moeten de 2e graads factoren
wel irreducibel zijn (anders krijgen we een 1e graads factor van
M !). We proberen de enige kandidaat en voeren de staartdeling uit:

X2 +X +1 / X4 +X3 +1 \ X2 +1

- X4 +X3 +X2

X2 +1

- X2 +X +1

X

De rest is niet nul, dus heeft M geen enkele echte ontbinding.

4. Vector ruimten

(a) Algemene kennis:

(i) Wat bedoelt men met eenlineair onafhankelijk stel vectoren{ v1,..,vn} in een vector ruimteV
over een lichaamIF?

Een stel vectoren v1, v2, .. , vn ∈V heet lineair onafhankelijk wanneer
de betrekking

λ1v1 + λ2v2 + . .+ λ nvn = 0
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in de onbekende scalairen λ1, λ2, . .  ,λ n ∈ IF uitsluitend opgaat voor

λ1 = λ2 = . .= λ n = 0.

(ii) Wat bedoelt men met eenvoortbrengend stel vectoren{ v1,..,vn} in een vector ruimteV over een
lichaam IF?

De vectoren v1, v2, .. , vn ∈V vormen een voortbrengend stel wanneer
iedere vector v ∈V te schrijven is in de vorm

(*) v = λ1v1 + λ2v2 + . .+ λ nvn

met λ1, λ2, . .  ,λ n ∈ IF.

(iii) Wat bedoelt men meteen basisin een vector ruimteV over een lichaamIF?

Een basis is een onafhankelijk en voortbrengend stel vectoren.

(b) We bekijken de volgende drie vectoren achtereenvolgens over ZZ/(3 ) en ZZ / (5 ):

u: =





0

1

2






, v: =





1

2

0






, w: =





2

0

1






.

Laat zien dat{ u, v, w} l ineair afhankelijk is in( ZZ/(3 ))3, maar lineair onafhankelijk in( ZZ/(5 ))3.
Beredeneer dat het in dit geval zelfs om een basis gaat.

In ( ZZ/(3 ))3 zijn de vectoren lineair afhankelijk, want u+ v + w = 0.

In ( ZZ/(5 ))3 zijn de vectoren lineair onafhankelijk. Stel namelijk dat

α ⋅u+ β ⋅v + ξ ⋅w = 0 (α , β,ξ ∈ZZ /(5 ) ).

Dat geeft drie betrekkingen:

(1 ) β + 2ξ = 0

(2 ) α + 2β = 0

(3 ) 2α + ξ = 0
(3) in (1) geeft β = 4α . D it in (2) geeft α = − 8α = 2α . H ieruit α = 0
en meteen ook β = ξ = 0.

In ( ZZ/(5 ))3 is { u, v, w} dus lineair onafhankelijk. Zo’n collectie kan
worden aangevuld tot een basis voor ( ZZ/(5 ))3 (via het uitwisselings-
lemma). Maar de dimensie van deze ruimte is 3; er k an dus geen vec-
tor bij. Daarom is de gegeven collectie een basis voor ( ZZ/(5 ))3.

(c) Neem nu de volgende 3 bij 5 matrix over ZZ / (5 ).

M : =





0

1

2

1

2

0

2

0

1

1

1

1

2

1

2






.

Bepaal de dimensie van de nulruimte vanM (goede toelichting scoort).
N.B.: de eerste drie kolommen zijn precies de vectoren uit deel (b); je mag de resultaten uit dat on-

derdeel indien nodig hier gebruiken.

Met het resultaat uit onderdeel (b) weten we dat de kolomruimte van
dimensie 3 is. Volgens de dimensiestelling is de dimensie van de
nulruimte dan 5−3= 2.
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5. Eindige lichamen

(a) Algemene kennis.

(i) Wat is eenprimitief elementvan een eindig lichaam?

Een voortbrenger van de multiplicatieve groep. Zo’n voort-
brenger bestaat omdat het lichaam eindig is.

(ii) Welke getallenm≥ 2 komen in aanmerking als hetaantal elementenvan een eindig lichaam, en
welke niet?

Machten van priemgetallen.

(iii) Leg bondig uit: hetDiffie-Hellman protocolvoor sleuteluitwisseling.

1. Twee deelnemers A en B komen een (groot) priemgetal p overeen
alsook een voortbrenger (primitief element) g van het getal-
lensysteem modulo p. D eze keuzes hoeven niet geheim te zijn.

2. Ieder kiest voor zich een willekeurig getal tussen 0 en p.
Deelnemer A kiest a en deelnemer B kiest b. D eze keuze
houden ze elk voor zich geheim.

3. A berekent ga (mod p) en B berekent gb (mod p), en ze m aken beide
hun resultaat bekend.

4. A kent nu gb en a en berekent k : = (gb)a (mod p). B kent ga en b en
berekent k : = (ga)b (mod p).

Het getal k is de gemene sleutel.

Voor de rest van deze opgav e bekijken we de veelterm M : = X3 + X +1 ∈ZZ2[X] en de quotiëntring
IF := ZZ2[X]) / (M).

(b) Laat zien datM irreducibel is. Volgens de theorie is de quotiëntringIF dus een lichaam (niet aanto-
nen). Controleernu datα : = X eenprimitief elementis van het lichaamIF . Goede toelichting scoort.

IF heeft 23 =8 elementen, IF * heeft er dan 7. D e ( multiplicatieve)
orde van een element van IF * is dus een deler van 7. O rde 1 heeft
alleen het neutrale element 1; i eder ander element heeft orde 7.
Ihb is α ≠1 primitief.

(c) Maak eentabelwaarin de elementen van IF *  weergegeven zijn als (i) macht vanα , (ii) een veelterm,
(iii) een 3-bit code. Geef voldoende toelichting; je hoeft je berekeningen niet te tonen.

Elk element van IF * heeft een standaard representant

c2X2 + c1X + c0 (c0, c1, c2 ∈ZZ2)

die we weergeven met de 3-bit code (c2, c1, c0).

Merk op:

• X3 + X +1= 0. I n de b erekeningen mag je dus overal X3 vervangen
door X +1.

• Bij rekenen modulo 2 zijn geen min-tekens nodig!
• α 7 is het eenheidselement. Dus, in een macht van α mag bij de

exponent altijd ±7 worden toegevoegd.
Dit levert de volgende tabel op voor IF *.
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α 0 1 001 α 4 X2 + X 110
α1 X 010 α 5 X2 + X +1 111
α 2 X2 100 α 6 X2 +1 101
α 3 X +1 011 α 7 1 001

(d) Bereken efficiënt met behulp van je tabel:

(i) 110 * 101

110 is α 4 en 101 is α 6. D us 110 * 101 is α 4 ⋅ α 6 = α10 = α 3. D it is
011.

(ii) de inverse van110

110 is α 4. D e i nverse is α −4 = α 3. D it is 011.

Normering:

1a: 4 2a: 4 3a: 4 4a: 4 5a: 4 6: 15
1b: 5 2b: 6 3b: 5 4b: 5 5b: 3
1c: 6 2c: 5 3c: 6 4c: 5 5c: 5

5d: 4

15 15 15 14 16 15

Voor het multiple-choice deel geldt:−3 punten per fout.

Totaal = 90; Cijfer = Behaald totaal/10 + 1
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naam, studierichting & jaar: 18-12-02

6. Multiple-choice gedeelte

• Bij iedere vraag is precies één van de onderdelen juistén (meest) volledig.
• Het antwoord (aangekruist of zwartgemaakt bolletje) hoeft niette worden toegelicht.

6.1. Welke bewering over priemrestklassenis waar?
o 13 is een priemrestklasse modulo26.
o De som van twee priemrestklassen modulo26 is weer een priemrestklasse modulo26.
o Het product van twee priemrestklassen modulo26 is weer een priemrestklasse modulo26. ☞ DEZE
o Er zijn geen priemrestklassen modulo26 want 26 is niet priem.

6.2. Eendeelgroep Hvan een groep (G, *) is
o Een deelverzamelingH van G met een operatiex # y, zó dat (H , #) een groep is.
o Een deelverzamelingH van G die stabiel is onder de operatiex* y van G.
o Een deelverzamelingH van G die stabiel is onder de operatiey−1 (inverse) vanG.
o Een deelverzamelingH van G die stabiel is onder de operatiex* y−1 van G. ☞ DEZE

6.3. De sleutel voor de cryptografische methode vanRSAbestaat uit 5 getallenm= p ⋅ q (met p, q priem)
end, e, waarbijm, e publiek zijn enp, q, d privé. Aanwelke voorwaarde moetend, e voldoen:
o ggd(m, d) =1= ggd(m, e).
o d ⋅ e≡1(mod m).
o d ⋅ e≡1(modφ(m)). ☞ DEZE
o φ(d) ⋅ φ(e) ≡1(mod m).

6.4. Eenideaalvan een commutatieve unitaire ringR is een deelverzameling vanR die
o stabiel is onder de optellingx + y en de vermenigvuldigingx⋅y van R.
o stabiel is onder de optellingx + y en de vermenigvuldigingx⋅y van R, en die het eenheidselement

van R bevat.
o stabiel is onder de optellingx + y van R en sterk stabiel is onder de vermenigvuldigingx⋅y van R. ☞

DEZE
o sterk stabiel is onder de optellingx + y van R en stabiel is onder de vermenigvuldigingx⋅y van R.
N.B.: Een verzamelingA⊆ V is sterk stabielonder een bewerking x # y in V wanneer geldt: alsx ∈V en

y ∈ A danx # y ∈ A.

6.5. Zij V eenvectorruimtevan dimensie3 over een lichaamIF met 4elementen. Danis
o #V = 64 (= 43). ☞ DEZE
o #V =81 (=34).
o #V =12 (=3⋅4).
o #V onbepaald want er zijn onvoldoende gegevens.

6.6. Dekarakteristiekvan een eindig lichaamK is
o de additieve orde van het eenheidselement vanK . ☞ DEZE
o de multiplicatieve orde van het nulelement vanK .
o de orde van de additieve groepK .
o de orde van de multiplicatieve groepK *.
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