Divisie Wiskunde en Informatika Algebra en Discrete Wiskunde |

Vrije Uni versiteit Tentamen 20-12-06

Opgelet: Er is een apart multiple-choice gedeelte op de laatste bladzijde (vragaghsijf op dat blad je

naam en feer het mee in met jew@rige tentamenkopij!

1. Modulorekenen

(&) Algemene kennis:

(b)

()

() Zij m=2 een geheel getal. Geef het relatierschrift voor de relati& is congruent mety nodu-

lo m.
X s congruent met y modulo m, in s ymbolen, x=y(mod n), b etekent:
m|y—x (m is een deler van y—X).

(i) Laata, b gehele getallen ongelijk nul zijnVat zeg de Bezout formul@ver deze getallen?
Gegeven a,b#0 in Z bestaan x,y[Z met
ax +by=ggd(a, b).
Het rechterlid is de grootste gemene deler van a, b.
(i) DelSBN codéestaat uit een aantal symbolen (cijfers 0-9 of bonv'10’). Het laatste symbool
is een "check" symbooMat is de deck voorwaarde?
Laat (a)ly de code voostellen. Dan moet

10
Z]_I@I = al +2@2 +.. +10@1050(m0d11)
i=

In Z /(65 met vermenigvuldiging zoeken we naar deense van een klasse Completeer de al-
gende tabel. Antwoorden volstaan.

X is: inverse ja/nee: (zo ja) inverse is:
25 nee --
26 nee --
27 ja -12 =53
(opgave 1:14 ) Los het volgende stelsel vergelijkingen op (modGi)s
B 6x +11y=0
0 5x+3y=3

Nuttige veelvouden van de modulus: 31 62 93 124 155.
Eliminatie methode:

Q) 6x+11y=0

(2) 5x+3y=3
(1)-(2): x+8y=-3, dus x=-3-8y (3). )
Gelijkheid (3) in (1): ~ 6(-3-8y)+11y=0, d us 13-6y=0.
De inverse van 6is -5. Dus y=-513=-3.
Dit geeft tenslotte: x=—-3-8(-3)=-10. Resultaat: x=-10, y=-3.
Matrix rekening:
We hebben nodig: de matrix M van het stelsel en zijn determinant.

6 11 L
M:=0> “H Geyqm)=T8-55=-6;

05 30
Inverse determinant: (-6)1=5.



Oplossing:

xO 015 7 000 100
Oyd 06 -10(B0 -3 O

2. Groepen

(@) Algemene kennis:

(b)

()

(i) Je heb een groep van o2 en een elemenk dat niet het neutrale element Ml/at weet je an
deorde vanx?

De orde is een deler van 29 en is niet 1 ( - neutraal element).
Omdat 29 een priemgetal is, moet de orde van de gegeven X wel 29
zijn.

(i) Laatm=2 geheel zijn. Welke informatie wordt er weergegen met deEuler functieg(m)?
@m) is het aantal getallen X met 0<x<m en ggd(x,m)=1.
Alternatief: @m) is het aantal elementen van de multiplicatieve
groep Z,. Datis ook het aantal priemrestklassen modulo m.

(i) Formuleer deChinese reststellingn een situatie waar je precies twee modyli m, hebt.
Laat de getallen my, my=2 relatief priem zijn, en laat a, a, UZ.

Dan is het stelsel vergelijkingen
x=a (modm), X=a,(mod )

oplosbaar in X, en de o plossingsverzameling is precies gelijk
aan één restklasse modulo my M.

Zoek een geheel getaldat tegelijk voldoet aam =11 (mod14) en x =8 (mod15) (goede toelichting
scoort).

De moduli m:=14 en m,:=15 (met product 210 z ijn relatief priem. Er

bestaan dus getallen X1 en X, met XMy +X,M,=1;, op z icht: X =-1 en
X,=1. Met a;:=11 en a,:=8 is de formule voor de oplossing:

X= 81Xy + 8% My (Mod mmny).
Dat geeft: X =115+ 8[(+1)14=165-112=53 (mod210.
Berelen D’#(mod51) op een economische manier (goede toelichting scoort).
Berekening  gfunctie: @(51) = ¢(3)@17) =2m6=32.
ggd(1Q51)=1 dus (Euler) 10°?=1 modulo 51.
Exponent reduceren: 74=2[32+10 --> 10"4=10.
Exponent in binair: 10 = "1010" --> instructie "Xssxs".
Resultaat: 1--x-->10--s-->100=-2--5-->4--X-->40=-11--5-->121=19.

Zonder reductie via de Euler stelling is het rekenwerk wat omvangrijker:
74 ="1001010" --> instructie "XSSSXSSXs".
1--x-->10--s-->100=-2--5-->4--5-->16--X-->160=7--5-->49=-2--5-->4--X-->40=-11--5-->121=109.



3. Veeltermringen

(&) Algemene kennis:

(b)

()

() In sommige eeltermringerR[ X] geldt degradenformule.Wat zeg deze formule en voor welk
type van ringerRis ze geldig?
Graadvan F[G is graad van F + graadvan G: g eldig voor veelter-
men met coefficienten in een ITG (integriteitsgebied).

(i) Gegeen zijn: een lichaanK en twee eeltermenA, B JK[X] ongelijk nul. Het Delingsalgorit-
mezegt iets wer een formule van de vormA=B[Q + R. Wat wordt er precies gezegd?

Gegeven A,BOK[X]\{0} is er een uniek paar veeltermen Q (quo-
tient) en R (rest) die voldoen aan A=B@+R en hetzij R=0 hetzij
deqg R) < degB).

(iii) Leg bondig uit hoe d&CRC(Cyclic Redundancy Chiecfunctioneert: sleutel, codering, decode-
ring. Jehoeft niets aan te tonen.

Zij K een lichaam.Laat zien dat eeneeltermP K[ X] van graad1 geen (multiplicatige) invase
kan hebben ifK[ X] (goede toelichting scoort).

Als P eeninverse zou hebben (zeg: de veelterm Q), dan zou P@=1 en
dus degP@@)=0. Maar een lichaam is een ITG en dus geldt de graden-

formule:  0=degP@)=degP)+degQ). Ditkan niet want degP)=1 en
degQ)=0.

Zij K:=Z/(2). Het is belend datX?+ X +1 de enige tweedegraadse irreducibele veelterm is in
K[X] (niet aantonen). Gebruik dit resultaat om aan te tonenvitat X*+ X3+1 irreducibel is
in K[X].

De veelterm M heeft geen nulpunten (vul O en 1in). Dus  heeft M
geen ontbinding van de vorm 1le graads x 3egraads. Als er een ont-
binding 2e graads x 2e graads is, dan moeten de 2e graads factoren

wel irreducibel zijn (anders krijgen we een le graads factor van
M!). We proberen de enige kandidaat en voeren de staartdeling uit:

X2 +X +1 [ X4 +X3 +1 \ X2 +1
X4 +X3 +X2

X2 +1
X2 +X +1
X
De rest is niet nul, dus heeft M geen enkele echte ontbinding.

4. \ector ruimten

(&) Algemene kennis:

(i) Wat bedoelt men met eelineair onafhanklijk stel vectoen{ v,..,v,} in een vector ruimte/
over een lichaamF?

Een stel vectoren Vi, Vo, .., V, OV heet lineair onafhankelijk wanneer
de betrekking

/]1V1+/12V2+..+/\nvn=0



in de onbekende scalairen A1, Aoy, Ay OF uitsluitend opgaat voor
A =A,=..=1,=0.
(i) Wat bedoelt men met eeroortbrengnd stel vect@an{ v,,..,v,} in een vector ruimté/ over een

lichaam F?
De vectoren Vi, Vo, .., V, OV vormen een voortbrengend stel wanneer
iedere vector v OV te schrijven is in de vorm

(*) V=AWV F AN+ AV,
met A, As,.., A, OIF.

(iif) Wat bedoelt men meten basisn een vector ruimt¥ over een lichaamF?
Een basis is een onafhankelijk en voortbrengend stel vectoren.

(b) We kekijken de volgende drie vectoren achtevelyens over Z/(3)en Z/(5):
[0 A0

30
im0 =3 -l
20 90 EXN

Laat zien daf u,v,w} lineair afhankelijk is in(Z/(3))3, maar lineair onafhankelijk iffZ/(5))>.
Beredeneer dat het in dityv@kzelfs om een basis gaat.

In (Z/3))® zijn de vectoren lineair afhankelijk, want u+v+w=0.

In (Z/(5))® zijn de vectoren lineair onafhankelijk.  Stel namelijk dat
a0+ pBN+EW=0 (a,p,¢0Z/5))
Dat geeft drie betrekkingen:
@) B+2£=0
(2) a+2pB=0
B) 2a+¢=0
(3) in (1) geeft B=4a. Ditin (2) geeft a=-8a=2a. Hieruit a
en meteen ook B=&=0.

I
o

In (Z/(5))® is {u,v,w} dus lineair onafhankelijk. ~Zo'n collectie kan

worden aangevuld tot een basis voor (Z/(5))® (via het uitwisselings-
lemma). Maar de dimensie van deze ruimte is 3; er k an dus geen vec-
tor bij. Daarom is de gegeven collectie een basis voor (ZI(5))>.

(c) Neem nu de volgende 3 bij 5 matrixenZ / (5).
(b 1 2 1 20
M:= % 2 01 10
@ 0 1 1 20
Bepaal de dimensie van de nulruimte wr{goede toelichting scoort).

N.B.: de eerste drie kolommen zijn precies de vectoren uit deel (b); je mag de resultaten uit dat on-
derdeel indien nodig hier gebruiken.

Met het resultaat uit onderdeel (b) weten we dat de kolomruimte van
dimensie 3is. Volgens de dimensiestelling is de dimensie van de
nulruimte dan 5-3=2.



5. Eindige lichamen

(&) Algemene kennis.

() Watis eenprimitief elementvan een eindig lichaam?

Een voortbrenger van de multiplicatieve groep. Zo’n voort-
brenger bestaat omdat het lichaam eindig is.

(i) Welke getallenm=2 komen in aanmerking als haantal elementeman een eindig lichaam, en
welke net?

Machten van priemgetallen.
(i) Leg bondig uit: heDiffie-Hellman protocol/oor sleuteluitwisseling.

1. Twee deelnemers A en B komen een (groot) priemgetal p overeen
alsook een voortbrenger (primitief element) g van het getal-
lensysteem modulo p. D eze keuzes hoeven niet geheim te zijn.

2. leder kiest voor zich een willekeurig getal tussen 0 en p.

Deelnemer A kiest a endeelnemer B kiest b. Dezekeuze
houden ze elk voor zich geheim.

3. A berekent g*(modp en B berekent g°(modp, en ze m aken beide
hun resultaat bekend.

4. A kentnu g° en a enberekent k:=(g”)®(modp. B kent ¢* en b en
berekent  k:=(g%®(mod p.

Het getal k is de gemene sleutel.

Voor de rest van deze ogee bekijken we de geltermM:=X3+X+10Z,[X] en de wotiéntring
F:=Z,[X]) /I (M).

(b) Laat zien datM irreducibel is. Volgens de theorie is de quotiéntriltigdus een lichaam (niet aanto-

()

nen). Controleenu data : = X eenprimitief elements van het lichaanfF. Goede toelichting scoort.

F heeft 2°=8 elementen, IF* heeft er dan 7. De ( multiplicatieve)
orde van een element van IF* 7is dus een deler van 7. Orde 1 heeft
alleen het neutrale element 1; i eder ander element heeft orde 7.

lhbis  a#1 primitief.
Maak eertabelwaarin de elementeraw F* weergegeen zjn als (i) macht ena, (ii) een \eelterm,
(i) een 3-bit code. Geef voldoende toelichting; je hoeft je berekeningen niet te tonen.

Elk element van IF* heeft een standaard representant
X2 +C X +Co  (Co, 1y €2 02Z))

die we weergeven met de 3-bit code (cy, €1, Cp)-

Merk op:

« X>+X+1=0. | n de berekeningen mag je dus overal x3 vervangen
door X+1.

»  Bij rekenen modulo 2 zijn geen min-tekens nodig!

« o’ ishet eenheidselement. Dus, in een macht van a mag bij de
exponent altijd +7 worden toegevoegd.

Dit levert de volgende tabel op voor F*.



a® 1 001 | a* X?+X 110
at X 010 | @°® X%?+X+1 111
a? X 100 | o® X?+1 101
a® X+1 011 | o’ 1 001

(d) Bereken efficiént met behulp van je tabel:

Ditis

() 110*101
110is a* en10lis a® Dus110*101is a*wb=a'"=
011.
(i) de irverse vanilO
110is a* De inverseis a*=a® Ditis011.
Normering:
la: 4 2a: 4| 3a: 4 4a: 4 5a: 4 6: 15
1b: 5| 2b: 6| 3b: 5 4b: 5 5bh: 3
1c: 6 2C: 5 3c: 6| 4c: 5 5c: 5
5d: 4
15 15 15 14 16 15

Voor het multiple-choice deel geldt3 punten per fout.
Totaal = 90; Cijfer = Behaald totaal/10 + 1




naam, studierichting & jaar: 18-12-02

6. Multiple-choice gedeelte

» Bijiedere vraag is precies één van de onderdelengnigiheest) volledig.
* Het antwoord (aangekruist of zwartgemaakt bolletje) hoeft@mbrden toegelicht.

6.1. Welke bewering over priemrestklassers waar?

0 13is een priemrestklasse moduié.

o De som van twee priemrestklassen mo@@ids weer een priemrestklasse mod2&

0 Het product van twee priemrestklassen mo@élés weer een priemrestklasse mod2& [0 DEZE
0 Erzijn geen priemrestklassen moda®want B is net priem.

6.2. Eendeelgpep Hvan een groepG,*) is

o Een deelverzameling van G met een operatig#y, z6 dat (H, #) een groep is.

o Een deelverzameling van G die stabiel is onder de operatié& y van G.

o Een deelverzameling van G die stabiel is onder de operajie (inverse) varG.

o Een deelverzameling van G die stabiel is onder de operati¢ y™* van G. 0 DEZE

6.3. De sleutel wor de cryptografische methode@mRSAbestaat uit 5 getallem= p g (met p, g priem)
end, e, waarbijm, e publiek zijn enp, g, d privé. Aanwelke voorwaarde moeted, e voldoen:

o ggd(m,d)=1=ggd(m,e).

o dre=1l(mod n).

o dre=l(modg(m)). O DEZE

0 ¢(d)e)=1(mod n).

6.4. Eenideaalvan een commutatiee wnitaire ringR is een deelverzameling vahdie

o stabiel is onder de optelling+ y en de vermenigvuldigingy van R.

o stabiel is onder de optelling+y en de ermenigvuldigingXy van R, en de het eenheidselement
van R bevat.

0 stabiel is onder de optelling+ y van R en sterk stabiel is onder dermenigvuldigingx[y van R.
DEZE

o sterk stabiel is onder de optellimg y van R en stabiel is onder de vermenigvuldigix@ van R.

N.B.: Een\erzamelingAdV is sterk stabiebnder een heerking x#y in V wanneer geldt: alx OV en
yOAdanx#y OA.

6.5. Zij V eenvectorruimtevan dimensie8 over een lichaamF met 4elementen. Dars
o #=64E4%. 0 DEZE

o #v=8lE3%.

0 #V=12 (=33).

0 #V onbepaald want er zijn woldoende gegens.

6.6. De karakteristiekvan een eindig lichaanK is

o0 de additiee ade van het eenheidselement van] DEZE
o de multiplicati?e ade van het nulelement vah

o de orde van de additie goepK.

o de orde van de multiplicatie goepK *.



