Faculteit Exacte Wetenschappen Algebra

Vrije Universiteit HerkansingsTentamen 09-02-04

Opgelet. Er is een apart multiple-choice gedeelte op de laatste bladzijde. Schrijf op dat blad je
naam en lever het mee in met je overige tentamenkopij!

1. Rekenen modulo m
(& Algemene kennis.
(i)  Wat bedoelt men met "x is congruent modulo m met y" voor gehele getallen X,y en
gehele m>2?
x 1s congruent modulo m met y als m een deler is van
y—-X. Notatie: x=y(modm).
(i)  Wat bedoelt men met "een standaard representant van een congruentieklasse modu-
lom"?
Een standaard representant van een congruentieklasse mo-
dulo m iIs een representant van die klasse die tot de ver-
zameling {x:0<x<m} behoort.
(iii) Formuleer het delingsalgoritme. N.B.: bedoeld wordt de stelling, niet het bijhorend
algoritme).
Laat a,b0Z met b#0. Dan bestaat er een uniek paar
getallen q,r 0Z z6 dat

a=bg+r en 0<r <|b|.
(b)  Zij m=2. Laat zien aan de hand van het delingsalgoritme dat voor iedere z 0 Z geldt: de
congruentieklasse klas,,(z) van z modulo m= 2 heeft een standaard representant.

Neem zOZ willekeurig en pas het delingsalgoritme toe met de-
ler m. Dat geeft z=mg+r met Osr<m. Uit de eerste betrek-
king volgt dat mg=z-r, waaruit weer volgt dat r=z(modm). De
tweede betrekking zegt dan dat r een standaard representant is
van klasy(2).-

(c)  Los het volgende stelsel vergelijkingen op: 60x + 111y = 0 en 5% + 3y = 3 (modul us 37).
Matrixmethode: De determinant van het stelsel is
43-501=-37=0.
De matrixmethode is dus niet toepasbaar. o
Eliminatiemethode: (1)-(2): x+8y=-3, dus x=-3-8y (3)- Ge-
lijkheid (3) in (1): 6[(+3-8y)+11[y=0. Dus -18-48y+11y=0,
waaruit volgt -18=0, tegenspraak. Het stelsel is strijdig.

2. Diversen.
(@  Algemene kennis.
(i)  Watiseen priemgetal?
Een natuurlijk getal =2 heet een priemgetal wanneer het

geen echte delers heeft. Een echte deler van een getal z
is een deler ongelijk aan #1,z
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(i)  Wat zegt het Lemma van Euclides over priemdelers van een product?

Lemma van Euclides: Is p een priemgetal en p|ab, dan is
pla of p|b.

(iii)  Geef een precieze formulering van de Chinese reststelling in Z voor twee moduli.

Laat m;, m,=22 relatief priem zijn, en laat a,a, 0Z. Dan
is het stelsel vergelijkingen

Ux=ay (mod my)
OX=2a (mod m,)

oplosbaar in x, en de oplossingsverzameling is precies
een restklasse modulo mym,.

(b)  Zij p een priemgetal. Toon aan dat er géén gehele getallen a, b bestaan z6 dat a = pth?.
Aanwijzing: het lemma van Euclides.

Stel integendeel dat ab zo’n getallenpaar is: ab ongelijk
nul en a’?=ph?’. Als a en b de gemene deler p hebben, kunnen
we p?> links en rechts in de gelijkheid wegdelen. We kunnen
dit herhalen tot p geen gemene deler meer is van a,b.

Nu deelt p het rechterlid van de gelijkheid a’=pb? op zicht.
Dus deelt p het linkerlid a@. Dus (Lemma van Euclides) deelt
p het getal a. Dus deelt p? het linkerlid a?, en dus ook het
rechterlid ph?. Dus deelt p het getal b. Maar dan is p>1
een gemene deler van ab, een tegenspraak.

(c) Bepaal, aan de hand van de Chinese reststelling, de kleinst mogelijke positieve oplossing
voor het volgende probleem: twee opeenvolgende getallen, waarvan het eerste een 16-voud
is, en het andere een 25-voud.

Je moet volgend stelsel vergelijkingen oplossen:

x=0(mod 16);

X +1=0(mod 25).
De moduli m;:=16 en m,:=25 zijn relatief priem. Zoek eerst de
Bezout coéfficiénten van my en mp: X;my+x,my=1. Oplossing:
1116-7@5=1. De vergelijkingen worden dan opgelost met de

formule

XE X[ + a1 XMy (mOd 16@5),
met a;=0 en a,=-1. Dit geeft x=-176(mod400). De kleinste
positieve oplossing is het paar opeenvolgende getallen
(224,225).

3. Permutatiegroepen.
(@  Algemene kennis.
() Wat bedoelt men met: de orde van een element g in een groep G?

De orde van een element g in een groep G is het kleinste
getal nIN met g"=e; is zulke n er niet, dan heeft g orde
oneindig.

(i)  Wat bedoelt men met: de drager van een permutatie o [1S,?

De drager van een permutatie o S, is de verzameling van
alle elementen x[0{1,2,..,n} met o(X)#X.
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(iii)  Wat bedoelt men met: de permutaties o en z in S, zijn disjunct™?
Twee permutaties zijn disjunct als hun dragers disjunct
zijn.
(b)  Ontbind de volgende permutatie in een product van disjuncte cykels:
. pl 2 3 45 6 70
05 7 1 2 6 3 40

Standaard methode: herhaal zolang er nog niet gebruikte ele-
menten zijn in {1,2,..,n}: neem het eerste element x[{1,2,..,n}
dat nog niet gebruikt werd, en pas daarop o toe tot je weer
op X komt. Zet dit rijtje apart als een cykel. Dat geeft:

Neem x=1.
Opeenvolgende waarden van o: 5,6,3,1.
Cykel: (1563).
Neem x=2.
Opeenvolgende waarden van o: 7,4,2.
Cykel: (274).
Antwoord: ¢=(1563).(274).
De omgekeerde productvolgorde is ook goed, want disjuncte
cykels commuteren.

(c) Bepaal de orde van de permutatie o uit onderdeel (b). Geef toelichting bij het resultaat.
De orde van een product van disjuncte cykels is het kgv van de
orde van de aparte cykels. De orde van een k-cykel is k
(k=z1). In dit geval vinden we, met gebruik van het resultaat
in (b), dat de orde van o het kgv is van 4, 3, en dat is 12.

(d)  Bereken op economische wijze: o*, waarbij o de permutatie is uit onderdeel (b). Geef toe-
lichting bij het resultaat.
o® kun je schrijven als (o Daarbij is ¢'? de identieke
permutatie. Het resultaat is dus ¢°. In (b) vonden we twee
disjuncte cykels 7=(1563) en u=(274) met o=rou. Omdat dis-
juncte permutaties commuteren is (rou)°=7%4°. Omdat r van
orde 4 is, vinden we °=7. Omdat x van orde 3 is, vinden we
4°= identiteit. De uitkomst is dus:

o®=(1563)

o

12)6o 09 i

4. Groepshomomorfismen en deelgroepen. In deze opgave bekijken we de kandi-
daat functie

f:Z3 - Zs, Kasyp(z)~ Kass(2).
(@) Controleer dat f een goed gedefiniéerde functie is, en controleer vervolgens dat f een (mul-
tiplicatief) homomorfisme is.

Goed gedefiniéerd: Er zijn twee potentiéle problemen:

(1) Hangt het voorschrift af van een gekozen representant?

(2) Komt de functiewaarde terecht in de juiste verzameling (Z:)?
Ad (1). Stel z en 2z representeren dezelfde mod 30-klasse.

Dan is z =z, (mod30). M.a.w., 30|z -2z, en bijgevolg 5|z -z7.

Dus: z en z representeren dezelfde mod 5-klasse.
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Ad (2). Al's Kasy(z) 0Zy (prienrestklassen), dan heeft z geen
del ers geneen net 30. A fortiori heeft z geen genene delers
met 5.

Mul tiplicatief hononorfisme: W rekenen nmet twee noduli, hou
de context in de gaten!

cont ext Zgo cont ext ZZ—, I n de r*echt er kol om (con-
dasg() = Kax(g (& 9 1S Bel e okel
Klasg(y) - Klass(y) P o
. 9 functi ewaarde op grond

van de definitie van

= Klassy(X[y) = =Kass(x[y)

(b) Bepaa dekernH van f.

De kern is volgens definitie f(Kkasg(1). In Zs vinden we vol -
gende restkl assen klaszp(z) net de ei genschap dat klass(z) =klass(1):

Klasgo(1), klaszo(6), klassp(11), klass(16), klasg(21), Klasg(26).
Sl echts twee hiervan (nmet representanten 1 en 11) zijn in z;o
en we vinden: H={klasy(1), klaszp(11)}.
(c)  Hoeved nevenklassen heeft de deelgroep H?

We hebben ¢(30)=8 (Eul er functie) dus #Z§0=8. Vol gens deel
(b) is #H=2. Dus (Lagrange stelling) zijn er 8/ 2=4 neven-
kl assen.
Expliciet (niet gevraagd): de nevenkl assen zijn:
H ={ klasg(1), Klaszp(11)},
7T ={ Klasy(7), klas(17)},
130 ={ Klasg(13), Klaszp(23)},
19MH ={ klaszy(19), klaszp(29)} .
(d)  Geef, met de nodige argumentatie, een volledig representantensysteem voor de equivalentie-
relatie’ =’ in Zy, met voorschrift

x=y betekent x 1y OH.

Ut de theorie halen we de vol gende wet enswaar di gheden:

1) De equival enti ekl assen van de equivalentierelatie '= cor-
responderen aan de |inker nevenklassen van H in Zj,

(stelling 8.87).

2) Vol gens onderdeel (b) is de verzaneling H precies de kern
van het hononorfisme f:Zy - Zs. Je krijgt dan de partitie in
nevenkl assen direct uit het homonorfisne f op de vol gende

mani er:

{ 1% :x02Z5}.
(opgave 8.11).
Om een vol l edig representantensysteemte krijgen kies je (bij-

voorbeel d) uit el ke verzaneling f(x) (met xO2Z;) die klasse
nodul o 30 net de kleinste standaard representant. Dat geeft:
Voor x=klass(1): klaszy(1).

Voor x=Kkass(2): Kass(7) (I et op, Kasg(2) 1Z5) .

Voor x=Kklass(3): Kkass(13) (1 et op, Kkass(3), klas(8) 1 Z5) .
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Voor x=Kklass(4): Kas;(19) (let op, Kklass(4), klasg(9), Klass(14) 1 Z5,) -
Conclusie: de verzameling

{ Klaszo(1), klaszo(7), klaszo(13), klasgp(19)}
is een volledig representantensysteem voor de relatie
N.B.: Als je de nevenklassen uitgerekend hebt, kun je uit elke
klasse het eerst opgesomde element kiezen. Omdat uit elke
klasse precies één element komt, is dit inderdaad een volledig
representantensysteem.

5. Ringen.

(@)

Algemene kennis.
() Wat bedoelt men met een deelring van een ring?

Een deelring van een ring R is een deelverzameling SOR
met de volgende drie eigenschappen:

DR1) stabiliteit onder verschil: x-yOS voor x,y[OS.

DR2) stabiliteit onder vermenigvuldiging: xy S voor xy[OS.
DR3) eenheidselement: 1z 0S.

N.B.: bij conditie DR1) zou je ook de voorwaarde 'S niet
leeg” verwachten. Dat hoeft hier niet vanwege DR3). Je
kan in DR1) ook meteen eisen dat S een deelgroep is voor
optelling.

(i)  Wat bedoelt men met een ideaal in een ring?

Een ideaal in een ring R is een deelverzameling I OR met
de volgende twee eigenschappen:
11) | is een additieve deelgroep van R.
12) | 1s sterk stabiel onder vermenigvuldiging:
rx,xr 01 als x0OIl en r OR.

(iii) Leg uit waarom een ideaal, dat een eenheid van de ring bevat, noodzakelijk de hele
ringis.
Stel: ideaal |I0R bevat een eenheid x. Dan is er een in-
vers element y van x: Xxy=1. Maar x0Ol geeft xyOIl (sterk
stabiel) en dus 10l. Maar dit heeft tot gevolg dat voor
iedere zUOR geldt z=1z0OIl, zodat | =R.

Voor de rest van deze opgave werken we in dering Z 45 en de deelverzameling

(b)

Ganadat | eenideaa van Ris.

De eenvoudigste oplossing is om te controleren dat | van de
vorm (3) is (het ideaal van veelvouden van 3). De elementen
uit dit veelvouden-ideaal zijn van de vorm z3, waar z een
standaard representant is (d.w.z.: 0<z<15). Duidelijk i1s dat
I0@3): 0=03, 3=13, 6=23, 9=313, 12=43. Omgekeerd heeft een
element van de vorm z@3 een standaard representant van de vorm
3z-15q (de rest bij deling van 3z door 15). Die rest is
duidelijk een drievoud en is dus een van 0,3,6,9,12.

Een iets uitvoeriger methode loopt via de definitie van
ideaal: controleer dat | stabiel is onder de operatie 'ver-
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(©)

(d)

schil™, (x,y)»y—-Xx, en sterk stabiel is onder vermenigvuldi-
ging: xyOl als tenminste één van x,y tot | behoort.

Ganadat | onder de gebruikelijke optelling en vermenigvuldiging tegelijk ook eenring is.

Omdat de verzameling | een ideaal is, is ze een deelgroep voor
optelling en is ze stabiel onder vermenigvuldiging. De bewer-
kingen in | zijn die van Z;5, en bijgevolg zijn de gebruike-
lijke commutatieve en distributieve wetten van kracht. Dit
garandeerd de wetten A1-A6 en A8. Rest nog, te controleren
dat er een eenheidselement is (wet A7). Dat blijkt 6 te zijn:

x| 0 3 6 9 ¥
6x | 0 18=3 36=6 54=0 72-12

Leg uit waarom | -- ondanks het resultaat in (C) -- geen deelring isvan Zs.

Een deelring moet het eenheidselement van de grote ring hebben
(conditie DR3). Maar | heeft een "eigen" eenheidselement.

Normering:
la= 3[2a 3|3 3|4 4[5 3|MC 20
b 4|20 5|3 3|4 4|5 4
1c 5| 2 6 | 3c 4 | 4c 4 | 5c 4
3d 4|4 4|5 3
12 14 14 16 14 20

Cijfer = Totaal/10 + 1
Multiple choice gedeelte: -3 ptn per foute keuze.
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Naam, Studierichting & Jaar: 09-02-04

6. Multiple-choice gedeelte

. Bij iedere vraag is precies één van de onderdelen juist én (meest) volledig.
. Het antwoord (aangekruist of zwartgemaakt bolletje) hoeft niet te worden toegelicht.

6.1. Een verzameling A0V is stabiel onder een binaire operatie f in V wanneer aan volgende
voorwaarde is voldaan.

0 Voor alle x, y OV:als f(x,y) DAdan x,y OA.

0 Voor alle x, y OV: f(x,y) OA.

0 Voor alle x,y OV:als x,y DAdan f(x,y) JA. O JA

0 Voor alle x, y OV: als y DA dan f(x,y) OA

Optie 4 betekent "sterk stabiel™.

6.2. De formule van Bezout in Z stelt dat voor iedere a, b#0

0 een uniek stel getallen g, r bestaat met b=a[+r en0<r <|al.
0 geldt: als ggd(a, b) =1 en a deelt b[g dan a deelt c.
0 een uniek stel getallen X, y bestaat met x@+ym=1.

0 een stel getallen X, y bestaat met x@+y=ggd(a,b). O JA

Optie 1 is het delingsalgoritne. Optie 2 is verwant aan het |enma
van Euclides. Optie 3 is een speciaal geval van de stelling van
Bezout voor getallen nmet ggd=1. Dit antwoord is dus m nder

vol | edi g dan optie 4.

6.3. De Euler g-functie ¢(n) (n OJIN) heeft voor n>1 als waarde

0 het aantal positieve delers van n.

0 het aantal priemdelers van n.

0 de som van de exponenten in de priemfactorontbinding van n.
0 het aantal positieve getallen relatief priemmet n. O JA

6.4. De orde van 6 in de multiplicatieve groep (Z/(13))" is:

0 twee.

0 twaalf. O JA

0 dertien.

0 de orde van dit element is niet gedefiniéerd.

Je hoeft nauwelijks te rekenen: De orde van de groep (Z/(13))" is
¢#(13)=12 en de orde van 6 is hiervan een deler. Optie 4 is dus
onzin, optie 3 is bij voorbaat uitgesloten. Voor optie 1 con-
troleer je snel dat 6°=10, dus de orde is niet twee.

6.5. De baanformule voor de werking van een eindige groep G op een eindige verzameling V zegt
het volgende.

0 De banen vormen een partitie van V in delen van gelijke grootte. In het bijzonder is het aan-
tal elementen van een baan een deler van het aantal elementen van V
0 De stabilisator van een element uit V is een deelgroep van G, waarvan het aantal elementen

een deler is van het aantal elementen van G.

0 Voor iedere v OV is het product van het aantal elementen in zijn stabilisator met het aantal
elementen in zijn baan precies #G. O JA

0 Voor iedere v IV is het product van het aantal elementen in zijn stabilisator met het aantal
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elementen in zijn baan precies #V.

Optie 1: de banen vormen inderdaad een partitie, nmaar de banen
hoeven ni et even groot te zijn.

Optie 2: dat de stabilisator S(v) van vOV een deelgroep is van G
is waar, nmmar dat hoort niet bij de baanformule. Dat #S(v) een de-
ler is van #G is waar voor alle deel groepen (Lagrange).

Optie 4: niet #V!

6.6. Zij (G,*) een (multiplicatief geschreven) groep. Onder een deelgroep H [0 G verstaat men:

0 Een groep H die deelverzameling isvan G.

0 Een deelverzameling vandevorm H : ={ g*: z0 Z}, waar g 0G.

0 Een niet-lege deelverzameling H O G die stabid is onder de operatie '*’ van G.

0 Een niet-lege deelverzameling H 0 G die stabiel is onder de operatie (x, y)~ x* y*. O JA

Optie 1: onvoll edig antwoord; de bewerking van H staat niet |os
van de bewerking van G.

Optie 2: zul ke verzanelingen zijn inderdaad deel groepen, mar er
zijn ook heel andere deel groepen nogelijk.

Optie 3: onvolledig antwoord, je noet hier ook stabiliteit eisen
van H mb.t. inversen.

6.7. Een tweedegraads veelterm in Zg[ X]

0 kan meer dan twee nulpunten hebben. 0 JA

0 heeft altijd precies twee nulpunten (multipliciteit meegerekend).

o] heeft dtijd ten hoogste twee nul punten.

0 (..) Dit valt niet uit te maken, het hangt af van de "plaatshouder” X.

Opties 2 en 3 zijn niet voor iedere veeltermcorrect. Je vindt
bi j voorbeel d vier nul punten voor X2-1. (ptie 4 is vol sl agen
onzi n.

6.8. De graden formulein een veeltermring over een ITG zegt dat

0 de graad van het product van twee veeltermen F, G # 0 is de som van de graden van F en G.
0 JA

0 de graad van de som van twee veeltermen F,G #0 is het maximum van de graden van F
enG.

0 de graad van een veelterm F is de hoogst voorkomende exponent in F.

0 elke veelterm F # 0 heeft een graad.

Optie 3 is de definitie van graad, en optie 4 is een triviaal

gevol g van deze definitie. Optie 2 is een ware uitspraak over de

som van twee veelternmen, mamar dat is hier naast de kwestie: het

gaat om producten. Optie 1 geeft de gradenfornul e weer.
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