Voortentamen Markov-ketens Afdeling Wiskunde (FEW)
31 maart 2006, 8.45-10.45 uur Vrije Universiteit Amsterdam

o B 23 X Jellel T3 ob &3 Tol¥ol E3 b & X Jollel T3 20 & X Jel¥eX T3 3 & ¥ JelloX L3 ob X Jol¥el E 3 ob & X Jo

Opgave 1. Zij (Sp)nez, de vrije Bernoulli-wandeling (met So = 0) met parameter
p= —21- Zoals bekend, zijn de basiskansen u,, :=IP(S,, = 0) met n eZ, eenvoudig te
berekenen en wordt de gf U van de rij (un)nez, gegeven door

U(z) =1/v/1— 22

We zijn geinteresseerd in de rij (cp)nez, met ¢y, := E|Sy|, dit is de verwachte afstand
tot de begintoestand op tijdstip n. Zij C de gf van deze rij.
(i). Druk, voor n > 2, de staartkans IP(S,, > r) voor S,, met r € Z uit in soortgelijke
staartkansen voor S,_1.
(ii). Bewijs met een bekende eigenschap van verwachtingen: ¢, =2 o P(S, > r),
en laat met behulp hiervan en van (i) zien dat ¢, = up—1 + cp—1 voor neN.
(iii). Herschrijf de recurrente betrekking van (ii) in termen van C en U, en laat
hiermee zien dat C(z) = 2U(2)/(1 — z) voor z€ [0, 1).
(iv). Bepaal de afgeleide U’(2), en laat met (iii) zien dat ook C(z) = (1 + 2) U'(2).
(v). Laat met (iv) zien dat ¢, op eenvoudige wijze is uit te drukken in u, en up41,
en bepaal de numerieke waarde van c¢; (als onvereenvoudigbare breuk).

Opgave 2. Zij (Sp)nez, de vrije Bernoulli-wandeling (met So = 0) met parameter
p < % Noteer ¢ := 1— p. Zoals bekend, wordt de gf F' van de verdeling (fn)nez, van
de terugkeertijd T van 0 gegeven door F(z) =1 — /1 — 4pgz2.

(i). Laat hiermee zien dat IP(7 < 00) = 2p.

Zij g = (gn)nez, de verdeling van de intreetijd o1 (= I,) van toestand 1.

(ii). Bewijs door middel van een combinatorische methode dat
Jor1 =2P(S1 <0;--+;8, <0;Spt1 =0) [neN],

en laat hiermee zien dat f, 1 = 2qg, voor neN.

(iii). Laat met behulp van (i) en (ii) zien dat IP(o; < 00) = p/q.

Zij, voor r e N, (gT(Lr))neZ . de verdeling van de intreetijd I, van toestand r.

(iv). Definieer og := Iy — Iy als I; < 00, en := 0o als I; = oo; aldus is I» = 01 + 02.
Laat zien dat

P(oy =k; 02 =£) = gige [k, LeZy],

en bewijs hiermee dat gsz) = g2 voor alle n.

(v). Laat met de voor de hand liggende generalisatie van (het slot van) (iv) zien dat
P(I, <o0) = (p/q)"  [reN].

(vi). Zij M := sup,,cz, Sn; op de eventualiteit {M < oo} is M het mazimum van de
wandeling. Bepaal met behulp van (v) de kansverdeling van M.
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Opgave 3. Zij (X,)nez, een Markov-keten met toestandsruimte I en overgangs-

matrix P = (pij)ijer. Zij, voor neZ,, pg-?) de n-stapsovergangskans van j naar j,

en noteer f;;l) :=IP;(7; = n) met 7; de intreetijd van toestand j.
(i). Zoals bekend, geeft de zuivere vernieuwingsvergelijking voor j € I een verband

tussen de rijen p(fb) en (f ")y, Geef dit verband en een (kort bewijs ervan.
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Laat verder I = {0,1,2,3,4} en P gegeven zijn door

0 1 3 4
0of0 3 0 0 2
110 0 3 7 O
P=2[0 0 0 1 0
AR
4\3 0 0 0 %

(ii). Geef het bij P behorende 1-stapsschema, en verdeel I in klassen van communi-
cerende toestanden.

(iii). Bepaal de terugkeerverdeling ( fég )) van toestand 0, en laat zien dat de terug-

keerkans foo := IPy(7o < 00) gegeven wordt door foo = —g—

Zij N(0) := #({neN: X, = 0}), dit is het aantal bezoeken aan 0.

" (iv). Druk EoN(0) uit in de overgangskansen p(()g) met neN, en bepaal deze ver-
wachting vervolgens met behulp van (i) en (iii).

(v). Wat is IRy (N (0) = 00)? Laat vervolgens met enkele bekende eigenschappen zien
dat voor C := {1, 2, 3} geldt:

By (X, € C bijna altijd) = 1.

Waarom is toestand 1 nu recurrent?
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1 ToTAaAL: 30 punten.
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