Voortentamen Markov-ketens Afdeling Wiskunde (FEW)
30 maart 2005, 13.30-15.30 uur Vrije Universiteit Amsterdam
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Opgave 1. Zij (Sp)nez, de vrije Bernoulli-wandeling (met Sy = 0) met parameter
p < % Zoals bekend, wordt de gf U van de basisrij (un)nez, met u, :=1IP(S, =0)
gegeven door

U(z):41~ [q:=1-p].

V1 —4pgz?
Zij f = (fn)nez, de verdeling en F' de kgf van de terugkeertijd 7 van toestand 0.
(i). Formuleer de zuivere vernieuwingsvergelijking, zowel in termen van (u,,) en (f,)
als in termen van U en F.
(ii). Bepaal F, en laat daarmee zien dat IP(1; < co) = 2p.
Zij, voorr e N, ( fr(f))nez . de verdeling van het tijdstip ;. van r-de terugkeer naar 0.
(iii). Definieer 75 := Ty — T} als 11 < oo, en := oo als T} = oo; aldus is Th = 71 + 7.
Laat zien dat
P(ry =k; 2 =4) = frfe [k, leZy],
en bewijs hiermee dat f7(l2) = f*2 voor alle n.

(iv). Laat met de voor de hand liggende generalisatie van (iii) zien dat
P(T, < o0) = (2p)" [reN].

(v). Bepaal met behulp van (iv) de kansverdeling van het aantal bezoeken N aan 0.

Hoe wordt de gevonden verdeling wel genoemd?

Opgave 2. Zij (Sp)nez, de vrije Bernoulli-wandeling (met Sp = 0) met parame-
ter p. We willen de verdeling (gx)kez, van de intreetijd I; van toestand 1 uitdrukken
in de verdeling (fx)rez, van de terugkeertijd 7 van toestand 0. Definieer daartoe
Up, = IP(S, =0) voor neZ,, en zet g:=1— p.

(i). Geef (zonder bewijs) de zuivere vernieuwingsvergelijking, en bewijs het volgende

speciale geval van de gemengde vernieuwingsvergelijking:
n
P(S, =1) =) grtnk  [neZy].
k=0

(ii). Bewijs door middel van een combinatorische methode dat
]P(Slzl; Sn+120):]P(51:—1; Sn+1:0) [TLGN],
en laat met behulp hiervan zien dat u,; = 2qIP(S,, = 1) voor necZ,.

(iii). Bewijs, door combinatie van (i) en (ii) en door gebruik van genererende functies,
dat gx = frx+1/(2q) voor kcZ, .
(iv). Bepaal IP(S < 0 voor alle k € N); doe dit met behulp van (iii) en van een be-

kende eigenschap van .
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Opgave 3. Zij (Xn)nez, een Markov-keten met toestandsruimte I = {0,1,2,3} en

met overgangsmatrix P = (p;;)i,jer, voor zekere p € (0, 1) bepaald door
po1=pi2=p3=1, pao=p Pa1=¢qg:=1-p

(i). Schrijf P in matrix-vorm, geef het bij P behorende 1-stapsschema, en verdeel I

in klassen van communicerende toestanden.

We beschouwen toestand 0. Zij pég) =I(X, =0)en ég) := Py(70 = n), met 79 de

intreetijd van toestand 0, en definieer de verzamelingen A(0) en B(0) door

A(0) := {neN:p&;) >0}, B(0):={neN: 53) > 0}.

(ii). Bepaal B(0), bereken 53 ) voor ne B(0), en laat zien dat 0 recurrent is. Is 0
ook positief-recurrent?

(iii). Bewijs de bekende eigenschap dat p(()an) = per p((;:) p,(;f)) voor m,n €N, en laat
hiermee zien dat A(0) gesloten is onder optelling.

(iv). Geef de kleinste vijf elementen van A(0), en bepaal de periode d(0) van 0. Is
ook 23 ¢ A(0)?

(v). Laat zien dat X, X1, ... gelijkverdeeld zijn als en alleen als de startverdeling a
van de keten gelijk is aan m, dit is de rij-kansvector die voldoet aan m = 7P, en
bepaal deze .

(vi). Start de keten in toestand 1, dus werk met de kansmaat IP;. Laat dan zien
dat P, (X, # 0 voor alle n) = 0; wat volgt hieruit, met een bekende eigenschap,
voor de IP;-verdeling van het aantal bezoeken N(0) aan toestand 07
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