Tentamen Markov-ketens Afdeling Wiskunde (FEW)
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Opgave 1.
(i). Zij (ax)kez, een rij niet-negatieve getallen met Y po , ax = 1, en zij (g
staartrij hierbij: ry := 3,72, | a;. Noteer met A de gf van (ax) en met
van (ry). Bewijs met ‘Fubini’ dat dan R(z) = (1 — A(2)) /(1 — z).
Beschouw de vrije Bernoulli-wandeling (Sp)nez, (met Sop = 0) met parameter p < 1.
Zij, voor r €N, T, het tijdstip van r-de terugkeer naar toestand 0, en noteer met F (")
de kgf van T,. Zoals bekend wordt F' := F(1) gegeven door (g := 1— p)

F(z) =1—+/1—4pq22. (%)

(ii). Bewijs de bekende eigenschap dat F(") = F" alleen ingeval © = 2, en laat met
behulp hiervan en van (x) zien dat T defectief is met IP(7T,. < c0) = (2p)".

Zij N := #({n eN: S, = O}), dit is het aantal bezoeken van de wandeling aan 0.

(iii). Laat met behulp van (ii) zien dat N niet-defectief is.

(iv). Bepaal met behulp van (ii) IP(N > k) voor k € Z, laat vervolgens zien dat de
gf R van de 1ij (IP(N > k))keZ+ gegeven wordt door R(z) = 2p/(1 — 2pz), en
bepaal met behulp van (i) de kgf van N, en hiermee de kansverdeling van N.
Hoe wordt deze verdeling wel genoemd ?

(v). Bepaal IP(S,, # 0 voor alle neN).

Opgave 2. Zij (X,)nez, een Markov-keten met toestandsruimte I en overgangs-
matrix P = (p;;). Zij i een vaste positief-recurrente toestand met intreetijd 7; en
verwachte terugkeertijd p(i). Definieer nu de rijvector m = ()¢5 door

o0
miim =S met ip = B(Xp = ji 7 = ).
n=1
(i). Laat met behulp van ‘Fubini’ zien dat 7 een kansmaat is op I.
(ii). Bewijs de bekende eigenschap dat voor j #i: n; >0 <= i~j. Aanwijzing
bij ‘<=": laat eerst zien dat ]P@(X('m =j; : <m) =0 als m de lengte van het
n

i ) > 0}. Waarom wordt de drager S(7) van 7

nu gegeven door de klasse C(i) van ¢ ?

kortste pad is: m :=min{neN:p

Zoals bekend, is m ook invariant voor P. We gebruiken dit en het voorgaande nu in
het speciale geval met I = {0, 1,2} en met

N
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(iii). Laat zonder berekeningen zien dat 0 positief-recurrent is, bepaal de taboe-kansen

n . N . N
Op(() j) voor alle eI en neN, en construeer hiermee een invariante kansmaat.

(iv). Bewijs dat de keten een limietverdeling heeft, en laat door berekening zien dat

deze niet van de startverdeling afhangt.
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Opgave 3. Beschouw Markov-ketens (X, )nez, , met toestandsruimte I, startverde-

ling a en overgangsmatrix P, met de eigenschap dat de limieten
¢; = lim P (X, = j) [jel]
n—r0o0

alle bestaan. Noteer ¢ := (¢;)jer; ¢ is een maat op I.
(i). Zoals bekend, is ¢ noodzakelijk invariant voor P. Laat hiermee zien dat als
¢; > 0, dan ook ¢; > 0 voor alle 7 met i ~~j.
(ii). Laat #(I) < oc. Waarom is ¢ nu noodzakelijk de limietverdeling van de keten,
d.w.z. waarom isnu ), ;¢ =17
(iii). Geef een voorbeeld van een keten met ) jer ®5 =0, dus met ¢; = 0 voor alle j.
(iv). Geef een voorbeeld van een keten met ) jer 5 weliswaar > 0, maar < 1.
(v). Geef een voorbeeld van een keten met #(I) = co waarvoor } ;. ;¢; =1, dus

waarvoor ¢ de limietverdeling van de keten is.

Opgave 4. Beschouw het proces (X, )nez, , recursief gedefinieerd door
Xni1=(Xn-Y)" +1 (neZy],

waarbij Xg, Yy, Y1,... onafthankelijk zijn, Y, 2 Y voor alle n met P(Y =k)=pg~
voor keZ, en met zekere pe(0,1) en g:=1—p, en r* := max {r,0}. Dit proces
kan geinterpreteerd worden als een wachtrij-proces met een naar () verschoven geome-
trische bedieningsverdeling en een instroom van één klant per tijdseenheid.

(i). Laat zien dat (X,) een Markov-keten is met toestandsruimte I = N en over-

gangsmatrix P = (p;;) bepaald door

q ,alsieNenj=1,
Dij = i1 , .
pg It alsieNen2<j<i+1.
ii). Schrijf P in matrix-vorm, en stel de voor P stationaire vergelijking op voor een
i1). Schrijf P in matri tel d P stationaire vergelijking
maat ¢ = (V;)jer-

(iii). Zij ¥ = (¥;)jer de maat met ¢; = a’, voor zekere a > 0. Laat zien dat ¢
invariant is voor P als en alleen als a = p/q.

(iv). Zij ¢ = (3;)je1 een voor P invariante maat met gf P: P(z) = 372, P;27. Stel
voor z ¢ (0, g) met behulp van (ii) een vergelijking op voor P(z), los deze op, en
concludeer dat 1, op een (multiplicatieve) constante na, gegeven wordt door de
in (iii) gevonden invariante maat.

(v). Bepaal de waarden van p waarvoor de keten een limietverdeling heeft, en bere-

ken deze limietverdeling expliciet.
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