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Opgave 1. Zij (Sp)nez, de vrije Bernoulli-wandeling (met So =0) met parame-
ter p. We willen de verdeling (fn)nez, van de terugkeertijd van toestand 0 bepalen
zonder gebruik van de zuivere vernieuwingsvergelijking en van de basisrij (u,) met
Un := IP(S, =0). We doen dit, zoals in het wachtrij-probleem van Hoofdstuk VI-A,
door uitsplitsing naar de waarden van Sy. Zij (gn)nez, de verdeling van de intreetijd

van toestand 1 en (g, )nez, die van toestand —1. Noteer ¢ := 1— p.

(i). Laat zien dat fi =0 en fr41 =g gm + P, voor meN.

(ii). Laat zien dat g1 = p en gm+1 = qg;:? voor meN, vertaal dit in termen van de
gf G van (g,), en bepaal G door oplossing van de resulterende functionaalver-
gelijking.

(iii). Wat is nu de gf G van (g,,)? Antwoord volstaat.

(iv). Bewijs met behulp van (i), (ii) en (iii) dat de gf F' van (f,) gegeven wordt door

F(z) =1—+/1—4pq2?,
en bepaal hiermee een expliciete uitdrukking voor de terugkeerkansen f,,.
(v). Laat met behulp van (iv) zien dat de wandeling voor geen enkele waarde van p

positief-recurrent is.

Opgave 2. Zij (Xp)nez, een Markov-keten met toestandsruimte I, startverdeling a
en overgangsmatrix P = (p;;). Noteer fo; :=1P,(7; < 00), met 7; de intreetijd van
toestand j, en zij N(j) het aantal bezoeken aan j:
N(@G) =#({neN: X, =j}).
(). Bewijs met behulp van inductie en door uitsplitsing naar de waarden van 7; dat
Fu(N(j) 2 m) = fo; (f;;)™""  [meN].

(ii). Welk kenmerk van (de verdeling van) N(j) krijgen we als we in IP,(N(j) > m)
de limiet nemen voor m — oo ? En welk als we sommeren over me N7 Welk

resultaat geeft (i) in elk der beide gevallen ?

Beschouw verder het speciale geval waarbij I = {0,1,2,3,4}, a = (%, %, %, 0,0}, en P

gegeven wordt door de matrix hiernaast. 01 2 3 4
(iii). Laat, zonder bepaling van intreeverdelingen, of/o X L o0 o
zien dat f,1 = 3, en bepaal met behulp o i (2) 0 2
hiervan en van ( ) de kansverdeling van N(1). 21 0o 8 11 8
Is N(1) defectief? 3lo o i 8 0
(iv). Laat zien dat de keten een limietverdeling 4\l o0 0 o 3
heeft, en bepaal deze. e 4(» o 4
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Opgave 3. Beschouw een Markov-keten (X, )ncz . et toestandsruimte I, startver-
deling a en overgangsmatrix P = (p;;).

(i). Formuleer de FLS voor (X,,) in het positief-recurrente geval, en laat kort zien
hoe dit bewezen kan worden; doe dit door (uitleg van en) een geschikte keuze
van b in de koppelingsongelijkheid (die u niet hoeft te bewijzen):

Y Pa(Xn =) ~Bp(X, =5)| <2P(Tx >n)  [neN; kel].
jel
Laat verder I = Z, en P bepaald zijn door
fiv1/gi ,alsj=0

pij = ] ) [ieI],
gi+1/9; salsj=i+1

waarbij f = (fk)kren een kansverdeling is op N en g = (gn)nez, de staartrij is bij f,
dus g, = Ziin 11 fr voor neZ,. Veronderstel dat fi, > 0 voor alle k.

(ii). Schrijf P in matrix-vorm, en laat zien dat P irreducibel en aperiodiek is.

(iii). Laat zien dat de verdeling van de terugkeertijd 7 van toestand 0 juist gegeven

wordt door f.
(iv). Ga met behulp van (iii) na voor welke verdelingen f de keten een limietverde-

ling ¢ heeft, en bepaal ¢ dan.

Opgave 4. Zij (X, )nez + een Markov-keten met toestandsruimte I = Z, en met over-
gangsmatrix P = (p;;), voor zekere pe (0,1) (en met g := 1— p) bepaald door

Piyi+1 =p voor alleie I, pog = p11 = p;—1 = g voor alle i > 2.

(i). Schrijf P in matrix-vorm en geef de klassen-indeling van I.

(ii). Stel de stationaire vergelijking op voor een voor P invariante maat ¢ = (¥j)jer,
vertaal deze in termen van de gf P van de rij v, en laat zien dat P gegeven
wordt door P(z) = cqz/(q — pz) met ¢ > 0. Wat is nu ¢; voor jeI?

(iii). Bepaal met behulp van (ii) de waarden van p waarvoor de keten een positief-
recurrente klasse heeft, en laat zien dat de keten dan een limietverdeling heeft.

Wat is deze ?
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