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Opgave 1. Zij (Sp)nez, de vrije Bernoulli-wandeling met parameter p. Noteer
Uy, :=IP(S, =0), en laat (f,) en F de verdeling en kgf zijn van de terugkeertijd =
van 0. Zoals bekend, geldt

F(s)=1—+/1—-4pgs®  [qg:=1-p]. (%

(i). Geef de zuivere vernieuwingsvergelijking (zonder bewijs), zowel in termen van

de rijen (u,) en (f,) als in termen van hun gf’s U en F.

Beschouw nu 7 := inf{neN:S; <0;---;5,.1 <0; S, = 0}, dit is de terugkeertijd
van O door negatieve toestanden. Noteer de kansverdeling van 7 door (A, )nez, -

(ii). Bewijs door middel van een combinatorische methode dat
]P(Sl >0;---; Sh—1 > 0; Sn:O) :IP(S1 <0 S, _1 < 0 Sn:O),

en laat hiermee zien dat h,, = % fn voor neZ,.

Definieer vy := 1 en v, :=P(S1 <0;-+-;5,-1 <0; S, =0) voor neN.

(iii). Bewijs door uitsplitsing naar de waarden van 7 dat de vernieuwingsvergelij-
king van (i) ook geldt met (u,) en (f,) vervangen door (v,) en (hy), en laat

vervolgens met behulp van (x) zien dat

1
Up = 7— nely|.
Un 9pq Snt2 [ +]
(iv). Laat met behulp van (iii) zien dat de verdeling (g,) van de intreetijd /; van
toestand 1 gegeven wordt door
1

gn = qfn—l—l [TL€Z+]'

Opgave 2. Zij (Xp)nez, een Markov-keten met toestandsruimte I, startverdeling a
en overgangsmatrix P = (p;;); jer- Noteer, zoals gebruikelijk, met f,; de kans dat j
ooit bereikt wordt, en met N(j) := #({neN: X,, = j}) het aantal bezoeken aan j.
(). Laat zien dat (en hoe) voor een recurrente j de kansdichtheid van N (j) uitge-
drukt kan worden in f,;. [Antwoord volstaat.]
(ii). Laat, door uitsplitsing naar de waarden van de intreetijd 7; van j (met verdeling
(f(n))nez+) zien dat p( ) - => fél;)p” voor e N.
(iii). Laat met behulp van (ii) (voor algemene a én voor a met a; = 1) zien dat voor
een voorbijgaande j geldt: IE,N () = fa;/(1 — f55)-
Laat verder I = {0,1,2,3,4}, a = (0, £,0, £,0) en P = (pj)s jer met

L=

_ 1. _ 1. _ 3. 1. _ 2. _
Po1 =Po2 = 55 P10 = 3; P13 = 3; P22 =P3a = 1; Pa3 = §; Paa =

(iv). Bepaal IP,(N(4) = 0) en E,N(0).




Opgave 3. Zij (Xy)ney, een Markov-keten met toestandsruimte I = Z., met start

in toestand 1 en met overgangsmatrix P bepaald door
Poo = 1; P12 = pag =psg =+ =P; D10 = P22 = P32 =Pag =Psa = - = ¢,

met zekere pe (0,1) en ¢ := 1—p; dus p;; = 0 voor alle i.
(1). Geef P in matrix-vorm, en bepaal de klassen van communicerende toestanden.
(i1). Ga voor elke klasse C' na of er een invariante kansmaat 7 is met drager C, en
bepaal deze dan.

(iii). Ga na wanneer de keten een limietverdeling heeft, en bepaal deze dan.

Opgave 4. FEen gemodificeerd Ehrenfest-diffusie-model. Beschouw twee dozen Dy
en Dy die op tijdstip n = 0 samen K ballen bevatten. Gedurende elke tijdseenheid
doet men het volgende: men wijst blindelings en onafthankelijk van voorgaande aan-
wijzingen één der K ballen aan, neemt hem uit de doos waar hij in zit, en beslist door
middel van een (onafhankelijke) muntworp met kans p e (0, 1) op ‘kruis’ in welke doos
de bal teruggedaan wordt: bij ‘kruis’ in Dy en bij ‘munt’ in D,.

Zij X, het aantal ballen in D; op tijdstip n, dus na n trekkingen met terugleg-
ging. Dan kan men bewijzen dat (X,) een Markov-keten is met toestandsruimte
I:={0,...,K}. Noteer ¢; := ig/K voor ie{l,...,K} en p; := (K — i)p/K voor
i€q0,..., K — 1}, waarbij ¢ := 1 — p.

(i). Laat zien dat en hoe de overgangsmatrix P van de keten uitgedrukt kan worden
in de grootheden ¢1,...,9x en pg,...,Px_1, geef P in matrix-vorm weer en
bewijs dat P irreducibel en aperiodiek is.

(ii). Waarom heeft P (precies) één invariante kansmaat m? Bepaal 7 vervolgens.
[ Aanwijzing: laat zien dat derij (d;) =1, Kk met d; := ¢;m; —p;j—_17;1 constant
is, bepaal deze constante en bepaal 7; dan door iteratie en normering.] Wat
is ™ voor verdeling ?

(iii). Waarom heeft de keten een limietverdeling 7 Bepaal deze. Wat is het verwachte

aantal ballen in Dy in de stationaire toestand ?
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