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Opgave 1. Zij (Sp)nez, de vrije Bernoulli-wandeling met parameter p (en Sy = 0).

Laat (gn)nez, de verdeling en G de kgf zijn van de intreetijd I; van toestand 1, en
(gg))nez+ en G die van de intreetijd I, van toestand 2.

(i). Bewijs, door uitsplitsing naar de waarden van I, de bekende eigenschap dat

99 = "gign-r  [neZi).

Welk verband tussen G(?) en G geeft dit ?
(ii). Bewijs (met ¢ :=1— p):

g1 = p, “qgfb)l voor nn > 2.

Welk verband tussen G(*) en G geeft dit?

(iii). Bewijs, door combinatie van de in (i) en (ii) gevonden verbanden, dat de kgf G
gegeven wordt door

G(s) = 1(1—VTTE£?)

2qs
en bepaal met behulp hiervan IEI; ingeval p =

Opgave 2. Zij (Sp)nez, de vrije Bernoulli-wandeling met parameter p (en Sp = 0).
We willen voor n e N de fluctuatie-kans

an :=P(S7>0;---:5, > 0)
uitdrukken in de (bekende) terugkeerkansen f, := IP(r = n) met n eN; hierbij is 7

de terugkeertijd van toestand 0.

(i). Waarom is o, = a,41 voor even n? Bepaal o, voor n =1, 2, 3 en 4.

(ii). Laat door middel van een combinatorische methode (kort) zien dat voor n e N
P(S1 > 0545 8, > 05 Spyy = 0) =P(S; <0;--+5 Sy < 05 Sppy = 0).

(iii). Bewijs door uitsplitsing naar de waarden van S, en met behulp van (ii) dat
On = Qnt1 + 3 [t [neN]J.

(iv). Zij A de gf van de rij (@n)nez, met ag := 0, en zij F de gf van (f,). Herschrijf
de recurrente betrekking van (iii) in termen van A en F, druk vervolgens A uit
in F, en laat door ontwikkeling van A(s) naar machten van s zien dat

n:p—§§:ﬁ [neN]J.

(v). Bepaal IP(Sx > 0 voor alle ke N) expliciet in termen van p; doe dit met behulp
van (iv) en van een bekende eigenschap van 7.
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Opgave 3. Zij (X, )nez, een Markov-keten met toestandsruimte 7, startverdeling a
en overgangsmatrix P = (p;;); jer. Noteer, zoals gebruikelijk, pg?) =P, (X, =j)en
faj = Pu(1; < 00), met 7; de intreetijd van toestand j.
(1). Neem jel, en zij, voor neN, A, de eventualiteit waarbij de keten zich op
tijdstip n voor het laatst in j bevindt. Formuleer A4,, in termen van (X,), en
laat zien dat en hoe P, (A,,) uitgedrukt kan worden in pg?) en f;j.
(i1). Bewijs met behulp van (i), en door beschouwing van de complementaire eventua-

liteit, de bekende eigenschap dat IP,(X,, = j oco-vaak) = f,; voor recurrente j.

Laat verder I = {0,1,2,3,4} en laat P gegeven zijn door
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(iii). Geef het bij P behorende 1-staps-schema, en verdeel I met behulp daarvan in
klassen van communicerende toestanden.

(iv). Bepaal de terugkeerverdeling ( ?Eg) ) van toestand 3, en laat zien dat 3 recurrent
is.

(v). Bepaal Py(X,, =1 oco-vaak) [de keten wordt nu dus gestart in 0: ag = 1].
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