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Opgave 1. Zij (Sp)nez, de symmetrische vrije Bernoulli-wandeling. Zoals bekend,
wordt de gf U van de rij (un)nez, met u, :=P(S, = 0) gegeven door

! (+)

en kan de verdeling (fn)nez, van de terugkeertijd 7 van toestand 0 hieruit gevonden

U(s) =

worden met behulp van de zuivere vernieuwingsvergelijking.
(). Geef deze vergelijking (zonder bewijs) zowel in termen van de rijen (u,) en (f,,)
als in termen van hun gf’s U en F, en laat hiermee en met (x) zien dat
frn = Un—o — Un [neN metn > 2].
(ii). Laat met behulp van (i) zien dat P(Sy # 0; -+ +; Sp # 0) = u, voor neN even.
Beschouw voor even neN: Z, := #({ke{l,...,n} : Sy = 0}). Op grond van de
onderstelde symmetrie zou men kunnen vermoeden dat de wandeling gedurende het

tijdsinterval [1,n] vaak naar toestand O terugkeert, met als gevolg dat P(Z, =k)

stijgend is in k, althans voor niet te grote waarden van k.

(iii). Bepaal IP(Z, = 0), en laat vervolgens, door uitsplitsing naar de waarden van 7,
zien dat IP(Z, = 1) = u,,.

(iv). Bepaal (ingevaln > 4) ook IP(Z,, = 2); doe dit door uitsplitsing naar de waarden
van 7 en met behulp van het tweede deel van (iii). Conclusie ?

Opgave 2. Zij (X, )nez, een Markov-keten met toestandsruimte 7, startverdeling a
en overgangsmatrix 7. Noteer, zoals gebruikelijk, met f,; de kans dat j ooit bereikt
wordt, en met N(j) het aantal bezoeken aan j.

(i). Laat, door beschouwing van de complementaire eventualiteit en uitsplitsing naar

het laatste moment waarop de keten zich in j bevindt, zien dat
]Pa(Xan oo-vaak) :faj - (1_fjj)]EaN(.]) [OOO = O]

(ii). Zij j voorbijgaand. Bewijs met behulp van (i) de bekende eigenschap dat dan
F. (X, = j oo-vaak) = 0. Hoe kunnen we IE,N(j) nu uitdrukken in f,; en fii?

Laat verder I = {0,1,2,3,4},a = (0,%,0,%,0) en P = (p;;); jer met

Wl
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(iii). Schrijf P in matrix-vorm en verdeel I in klassen van communicerende toestan-
den.

(iv). Bereken, zonder bepaling van intreeverdelingen, IE,N(0) en PP, (X, =4 co-vaak).

(v). Laat zien dat de keten een limietverdeling heeft, en bepaal deze; gebruik hierbij

een geschikte invariante kansmaat.
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Opgave 3. Laat het proces (X,)nez, met Xo =1 recursief gedefinieerd zijn door
Xnt1 =U1(n>+--~+U§23 [neZy; lege som:=0],

waarbij de Uj(”) met neZy en j €N onafhankelijke, Z_-waardige sv'n zijn, alle met
verdeling g = (gr) ez, met 0 < go < 1. Men bewijst eenvoudig dat (X,,) een Markov-
keten is met I = Zy; u herkent wellicht het vertakkingsproces met splitsingswet g.
Zij u het eerste moment van g (verwachting bij g) en G de gf van g.
(i). Druk de I-staps overgangskansen p;;, 4,7 € I, uit in (convoluties van) g, en laat
vervolgens met ‘Chapman-Kolmogorov’ zien dat de kgf G, van X, voldoet aan

Ga(5) = Gn1 (G(s) =G(Gaals))  [neN),

Zij p de uitsterfkans van het proces, dus p := P(X,, = 0 voor een neN).

(i1). Laat met de gemengde vernieuwingsvergelijking voor de rij (pgg) Jnen zien dat
limy, 00 P(X,, = 0) = p, en bewijs hiermee en met (i) dat p oplossing is van de
vergelijking G(s) = s.

(iii). Geef, in termen van p, aan wanneer p < 1; korte argumentatie volstaat.

(iv). Ga na wanneer het proces een limietverdeling heeft, en bepaal deze dan.

(v). Bepaal p ingeval g, = p(1 —p)* voor ke Z,, met pe(0,1) een parameter.

Opgave 4. Zij (Y;)ien een rij van onafhankelijke, alternatief (p) op {—1, 1} verdeelde
sv'n. Zij K eN, en laat Sy een sv zijn met waarden in I := {0, ..., K} en onafhanke-
lijk van de rij (Y;). Definieer nu de sv’'n S, met n e N recursief door

IS L Sn + §/n+1 y als Sn + Yn+1 S [,
mET Sh , anders.

Dan bewijst men gemakkelijk dat het proces (Sp)nez, een Markov-keten is met toe-

standsruimte I (een Bernoulli-wandeling met elastische grenzen 0 en K).

(i). Bepaal de overgangsmatrix P van de keten en geef P in matrix-vorm weer.

(ii). Bewijs, zonder gebruik van (iii), dat de keten een limietverdeling heeft.

(iii). Los de stationaire vergelijking op voor een (invariante) maat 1, en constateer
dat de algemene oplossing de vorm t; = ca’ voor j <l heeft, met o bepaald
door p en c¢ willekeurig niet-negatief.

(iv). Bepaal de limietverdeling van de keten; onderscheid twee gevallen met betrek-
king tot de waarden van p.
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