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Opgave 1. Zij (Sn)nez, de vrije Bernoulli-wandeling met parameter p. We willen

voor ne N de fluctuatie-kans
an :=P(S; >0;---;5, >0)

uitdrukken in de (bekende) terugkeerkansen f, := IP(7 = n) met neN; hierbij is 7
de terugkeertijd van toestand 0.

(). Laat door middel van een combinatorische methode (kort) zien dat voor ne N
]P(Sl >0 Sy > 0; Sn+1 20) :]P<Sl <0;--- Sy < 0 Sn+1 20).

(i1). Laat door uitsplitsing naar de waarden van S,1; en met behulp van (i) zien dat

On = Qni1+ 5fns1 [neN]
(iii). Zij A de gf van de 1ij (otn)nez, met ag =0, en zij F de gf van (f,). Herschrijf
de recurrente betrekking van (ii) in termen van A en F, druk vervolgens A4 uit

in F', en laat hiermee zien dat

-3 fi  [neN]
=1

(iv). Bepaal IP(S > 0 voor alle k€ N) expliciet in termen van p; doe dit met behulp

van (iii) en van een bekende eigenschap van 7.

Opgave 2. Zij (X,)nez, een Markov-keten met toestandsruimte 7, startverdeling a
en overgangsmatrix P = (p;; )i jer- Noteer, zoals gebruikelijk, p(n) = P, (X,, =),
fg) =P, (1; = n), fo; ;= Pu(7; < 00); hierbij is 7'] de intreetijd van toestand j.
(1). Bewijs de zuivere vernieuwingsvergelijking: pJ ; => it (k) ( %) voor neN,
vertaal deze vergelijking in termen van gf’s, en leid hlermee een bekend criterium
af voor recurrentie van j.

(ii). Laat zien hoe een combinatie van het criterium in (i) en (o0.a.) de ULS leidt tot
een criterium voor nul-recurrentie van j louter in termen van de rij (pj( J) ).

(iii). Gebruik (ii) voor een bewijs van de nul- recurrentie van de symmetrische vrije
Bernoulli-wandeling, waarvoor, zoals bekend, Poo ~ 1/y/mm voor m — .

Zij N(j) := #({neN : X,, = j}), dit is het aantal bezoeken aan toestand j, en laat j

verder recurrent zijn.

(iv). Bewijs, door beschouwing van de complementaire eventualiteit en uitsplitsing
naar het laatste moment waarop de keten zich in j bevindt, de bekende eigen-
schap dat P, (N(j) = 00) = fa;-

. Welke twee mogelijkheden zijn er, wegens (iv), slechts voor E,N(j)?
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Opgave 3. Zij (X, )nez, een Markov-keten met startverdeling a en toestandsruimte 1.

(i). Formuleer voor (X,) de FLS in het positief-recurrente geval, en laat kort zien
hoe dit bewezen kan worden; doe dit door een geschikte keuze van & in de kop-
pelingsongelijkheid (die u niet hoeft te bewijzen, maar wel dient toe te lichten):

> P(X ~B(X, =j)| <2P(Tx >n) [neN;kell]

jel
Een man speelt het volgende spel tegen een oneindig rijke tegenstander. Hij voert

onafhankelijke worpen uit met een muntstuk met kans p € (0,1) op ‘kruis’ en kans ¢ :=
1—p op ‘munt’. Telkens als hij ‘kruis’ gooit, krijgt hij een euro van zijn tegenstander;
bij ‘munt’ verliest hij zijn gehele kapitaal van dat moment. Zij X,, het kapitaal van
de man na n worpen (met X Z-waardig en onafhankelijk van de worpen).

(ii). Laat zien dat er {onafhankelijke, alternatief verdeelde) stochastische variabelen
Y1, Yo, ... zijn 26 dat Xpy1 = (X, + 1) Y41 voor neZ,, bewijs hiermee dat
(Xn)nez, een Markov-keten is, en bepaal de overgangsmatrix P.

(iii). Bepaal alle invariante maten ¢ voor P.

(iv). Laat zien dat P irreducibel is, en bepaal met behulp van (iii) de waarden van p
waarvoor P positief-recurrent is.

(v). Ga na wanneer de keten een limietverdeling heeft, en bepaal deze dan.

Opgave 4. Zij (Xy)nez, een Markov-keten met 01 2 3 4
toestandsruimte I = {0, 1,2, 3,4}, startverdeling 0/0 1 0 0 O

= (4,0, 5,0, ) en overgangsmatrix P gegeven 1]+ £ 0 0 0
door de matrix hiernaast. Laat 7y de intreetijd 210 0 % % 0
van toestand 0 voorstellen, en zij C; de klasse 310 0 £ £ O
van toestand 1 en (5 die van toestand 2 4\0 % —i- i %

(). Laat, zonder rekenwerk, zien dat Cy positief-recurrent is, bepaal de taboe-kans
p(gj) = Ry(X, = j; 70 > n) voor neN en jeCy, en construeer met behulp
hiervan een invariante kansmaat met drager Cj.

(ii). Laat, door beschouwing van de stationaire vergelijking, zien dat er ook een
invariante kansmaat is met drager C5, en bepaal deze.

(iii). Laat, zonder bepaling van intreeverdelingen, zien dat fao := Pa(mo < 00) = 2.

(iv). Zij fac, = Pa(X, € C; voor een neN) voor ¢ = 1,2. Bewijs: foo, + fuc, = 1,
en bepaal hiermee en met behulp van (iii) de intreekans f,; voor alle 5 # 4.

(v). Laat zien dat de keten een limietverdeling heeft, en bepaal deze.
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NORMERING: 1(i): 2 2(i):3 3(i):2 4(i): 3 TOTAAL: 38 punten!
(ii): 2 (ii): 2 (ii): 2 (ii): 1
(ii): 3 (i): 1 (i) 2 (ii): 2 EINDCIJFER T
(iv): 2 (iv): 2 (iv): 2 (iv): 2 1+ % x totaal.
(v): 1 (v):2 (v:2
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