Voortentamen Markov-ketens Divisie Wiskunde en Informatica (FEW)
27 maart 2001, 10.30-12.30 uur Vrije Universiteit Amsterdam
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Opgave 1.

(1). Zij (ak)kez, een rij niet-negatieve getallen met > > jar = 1, en zij (x)rez, de
staartrij hierbij: rf 1= Y oo, +1 @i- Bewijs met ‘Fubini’ de bekende eigenschap
dat de gf R van (ry) als volgt in de gf A van (ax) uitgedrukt kan worden:

1— A(s)
R(s) = — .
(8) = ——

Beschouw de vrije Bernoulli-wandeling (S, )nez, (met Sy = 0) met parameter p < %

Zij, voor r € N, T, het tijdstip van r-de terugkeer naar toestand 0, en noteer met F(r)
de kgf van T,. Zoals bekend wordt F := F(1) gegeven door [q:=1— p]

F(s)=1—+/1—4pqs?. (%)

(ii). Druk (zonder bewijs) (") uit in F, en bewijs met behulp hiervan en van (*) de
bekende eigenschap dat T} defektief is met IP(T, < oo) = (2p)”.
Zij N := #({n eN: S5, = 0}), d.i. het aantal bezoeken van de wandeling aan 0.
(iii). Laat met behulp van (ii) zien dat N niet-defektief is.
(iv). Bepaal met behulp van (ii) IP(N > k) voor k € Z,, en laat vervolgens zien dat
de gf R van de rij (P(N > k))}c€Z+ gegeven wordt door
2
R(s) = 1_1’2-])8».
(v). Bepaal met behulp van (i) en (iv) de kgf van NV, en hiermee de kansverdeling
van N. Hoe wordt deze verdeling wel genoemd ?
(vi). Bepaal IP(S, # 0 voor alle neN).

Opgave 2. Zij (Sp)nez, de symmetrische vrije Bernoulli-wandeling (met Sp = 0).
Zoals bekend, wordt de gf U van de rij (un)nez, met u, := IP(S, = 0) gegeven door

U(s) = Jll_;'z ()

en kan de verdeling (f»)nez, van de terugkeertijd 7 van toestand 0 hieruit gevonden

worden met behulp van de zuivere vernieuwingsvergelijking.

(i). Geef deze vergelijking (zonder bewijs) zowel in termen van de rijen (u,) en (fy)
als in termen van hun gf’s U en F, en laat hiermee en met (x) zien dat

Jfrn =Un_2—u, [neN met n > 2].
(ii). Laat met behulp van (i) zien dat IP(S; # 0; ---; S,, # 0) = u, voor neN even.

Beschouw voor even neN: V,, := max{m < n: S, = 0}, dit is het laatste nulpunt
van het stochastische pad (Sp,...,Sn).
(iii). Bepaal P(V;, = 0) en P(V,, = n). 207




(iv).

. Welke eigenschap van de verdeling van V,, is, gezien de onderstelde symmetrie

(vi).

Laat voor k =1,...,n —1 zien dat P(V,, = k) = ug tp_s.

van de wandeling, enigszins verrassend ?

Bepaal de verdeling van Vi expliciet en geef deze weer in een figuur.

Opgave 3. Zij (Xp)nez, een Markov-keten met toestandsruimte I, startverdeling

a = (a;);er en overgangsmatrix P = (p;;); jer. Noteer p((;;-) =P, (X, = Jj).

Q).

(ii).
(ii).

Bewijs de vergelijkingen van Chapman-Kolmogorov in gegeneraliseerde vorm:
(m+n)
aj
worden in termen van m-staps en n-staps overgangskansen.
(mtn) (m) (n)
aj Z Pai pz_]

Zij N(j) :== #({neN : X,, = j}), dus N(j) is het aantal bezoeken aan j. Druk
EE,N(j) uit in de overgangskansen p((;) met n €N, en laat met behulp hiervan

Laat door uitsplitsing naar de waarden van X,, zien dat p geschreven kan

Bewijs: p voor m,neZ; ent,jel.

en van (ii) zien dat de volgende implicatie geldt:

E,N(j) <oo = E,N(i) < oo voor alle i e [ met i ~+j.

Opgave 4. Zij (Xn)nez, een Markov-keten met toestandsruimte I = {0,1,2,3,4}

en overgangsmatrix P gegeven door

Q).

(ii).
(iii).

(iv).
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Geef het bij P behorende 1-staps-schema, en verdeel I met behulp daarvan in
klassen van communicerende toestanden.

Bepaal de periode van toestand 0.

Bepaal de terugkeerverdeling ( fg)) van toestand 4, en laat zien dat 4 voorbij-
gaand is.

Is toestand 0 voorbijgaand of recurrent ?
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