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Opgave 1. Zij (Sp)nez, de vrije Bernoulli-wandeling (met Sy = 0) met parameter p.
We willen voor n e N de fluctuatie-kans

a, =P85 <0;---;5, <0)

uitdrukken in de (bekende) terugkeerkansen fi := IP(T = k) met ke N; hierbij is 7
de terugkeertijd van toestand 0. Zet g := 1 — p.

(1). Bewijs door middel van een combinatorische methode dat
fee1 =21P(S; < 0;--+; Sk < 0; Sgy1 =0) [keN],
en laat hiermee zien dat als I; de intreetijd is van toestand 1, dan is
fee1 =2qP(I; = k) [k eN].

(ii). Laat met behulp van het tweede deel van (i) zien dat a, gegeven wordt door
n+1

1
=1 > f
Gnp, 2qk_1fk

(iii). Beschouw a := lim,_ . @,. Geef, in termen van (S,), een eventualiteit A met
a = IP(A), en bepaal a met behulp van (ii) en een bekende eigenschap van 7.

(iv). Zijp = %; zoals bekend is dan fi = ug_o —ug voor k > 2, met uy := P(Sy, = 0).
Laat nu met behulp hiervan en van (ii) zien dat en hoe «,, uitgedrukt kan worden
in de kansen u; met ke N, en controleer met het resultaat de in (iii) gevonden
waarde van a (voor p = 3).

Opgave 2. Zij (X,)nez, een Markov-keten met toestandsruimte I en overgangs-

matrix P = (pij)i,jer- Zij i een vaste positief-recurrente toestand met intreetijd 7; en

verwachte terugkeertijd u(z). Definieer nu 7 = (7;);e; door

o0

1 n n -
M= oy oLy metp) = B(Xn = i 72 ).

n=1

(i). Laat zien dat 7 een kansmaat is op /. Wat is de drager van 7 ?
(ii). Bewijs: ipl(ZH) =D i ipgb)pjk voor keI en ne N, en toon met behulp hiervan

aan dat 7 invariant is voor P.

Beschouw verder het speciale geval met I = {0, 1,2} en met

B[ =

y P20 = P22 =

wWinN
O =

NIeM]

1 _ 3. — — —
bPoo = g, Po2 = 37 P1o = 3, P11 = P12 =

(iii). Laat zien dat 0 positief-recurrent is, bepaal de taboe-kansen 0198?) voor alle je I

en neN, en construeer met behulp hiervan een invariante kansmaat voor P.
(iv). Bewijs dat de keten een limietverdeling heeft, en laat door berekening zien dat
deze niet van de startverdeling afhangt.
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Opgave 3. Zij (Xy)nez, een Markov-keten met toestandsruimte I = Z, en met
overgangsmatrix P = (p;;); jer bepaald door [zekere pe (0,1), ¢ :=1 — p]

Pii+1 =p voor alle ie I, poo = p11 = p;i—1 = g voor alle i > 2.

(i). Schrijf P in matrix-vorm en geef de klassen-indeling van I.

(ii). Stel de stationaire vergelijking op voor een voor P invariante maat v, vertaal
deze in een vergelijking voor de gf P(s) := Z;‘;o ¥;s? van 1, en laat, door
oplossing hiervan, zien dat P(s) gegeven wordt door P(s) = c-¢s/(q — ps) met
¢ > 0. Wat is nu v¢; voor jel?

(iii). Bepaal met behulp van (ii) de waarden van p waarvoor de keten een positief-

recurrente klasse heeft, en laat zien dat de keten dan een limietverdeling heeft.
Wat is deze ?

Opgave 4. Zij (Y, )nez, een rij van onathankelijke, Z-waardige, gelijkverdeelde sv'n
met verdeling (gx)rez, en kgf @, en zij X, een Z-waardige sv, onafhankelijk van de
rij (Yy). Definieer nu het proces (Xp)nez, recursief door

XTH—I = (Xn_1)++Yn [nEZ+],

waarbij 7t := max{r,0}. U herkent wellicht het wachtrij-proces van Hoofdstuk VI-A.
(i). Laat zien dat (X,) een Markov-keten is met toestandsruimte I = Z, en met
een overgangsmatrix P = (p;;): jer waarvoor por, = qx voor alle ke I.

Zij F de gf van de terugkeerverdeling ( f(gg )) van toestand 0.

(ii). Druk (£{) uit in de intreeverdelingen ( )Y met keN [splits uit naar de
waarden van X;; verder geen bewijs], en laat met behulp hiervan en van het
inzichtelijke feit dat F* de gf is van (f,gg)) voor k€ N [geen bewijs], zien dat F
voldoet aan de functionaalvergelijking F(s) = s Q(F(s)).

Laat verder (gx) gegeven zijn door g = p ¢* voor ke Z, voor zekere pe (0,1) en met

q := 1 — p. De keten is dan irreducibel en aperiodiek.

(iii). Bepaal de kgf @ en laat vervolgens door oplossen van de vergelijking in (ii) zien
dat F gegeven wordt door F(s) = (1~ /1= 4pgs)/(2q).

(iv). Onderzoek met behulp van (iii) voor welke waarden van p de keten respectieve-
lijk voorbijgaand, nul-recurrent, positief-recurrent is.

(v). Bepaal de waarden van p waarvoor de keten een limietverdeling v = (¢;)jes

heeft. Wat is dan 1, en hoe kunnen de overige v;’s in principe bepaald worden ?

ol B b i & N NelNel B b Ih N Nellel B 3 2B N Nelel ERIR'S N NelleN E R IN'F N NelleR F X TN We

NORMERING: 1(i): 3 2(1): 2 3(i): 1 4(i): 2 TOTAAL: 38 punten !
(i): 2 (i): 3 (i): 4 (i) 2
(iii): 2 (iii): 4 (ii): 3 (iii): 2 EINDCLJFER T
(iv): 2 (iv): 2 (iv): 2 1+ 1 x totaal.
(v): 2

9 11 8 10

(ol B3 I & N NeINeN I 3 I8 & ¥ NelleN B B B ' N Nellell B IR'EN Nellloll T TN Nollol E & 2k &% X°)







(i
(iv

Or

Divisie Wiskunde en Informatica (FEW)
Vrije Universiteit Amsterdam 26 januari 2000

Deeltentamen-2 en Tentamen Markov-ketens

N.B.: Het deeltentamen betreft slechts de opgaven 2, 3 en 4; tijdsduur: 2% uur.

(Y ES IV 2 T Jol¥el E3 IF 2 Yool B3 Ib &7 Jellel ED 20 &1 YelloX R b X Joliol B3 b X JelloX T3 ob &3 2o

Opgave 1. Zij (S5 )nez, de vrije Bernoulli-wandeling met parameter p < . We zijn
geinteresseerd in de kansverdeling van het aantal bezoeken N(r) aan re Z,:

N(r)=#({neN:S,=r}) [reZy].

Ingeval r = 0 maken we gebruik van het bekende feit dat de kgf F' van de terugkeer-
tijd Ty van toestand 0 gegeven wordt door F(s) = 1 — W met g :=1—p.
(i). Geef de kgf F(*) van het tijdstip 7% van k-de terugkeer naar 0 (zonder bewijs),
en bepaal met behulp hiervan P(Ty < 00).
(ii). Bepaal met behulp van (i) de verdeling van N(0).

Ingeval r ¢ N maken we gebruik van het bekende feit dat de kgf G van de intreetijd Iy

van toestand 1 gegeven wordt door G(s) = F(s)/(2¢s).

(iii). Geef de kgf G van de intreetijd I, van toestand r (zonder bewijs), en bepaal
met behulp hiervan P(7,. < o0).

(iv). Laat eerst, door uitsplitsing naar de waarden van I, zien dat voor ke N
P(N(r) = k) = P(I, < 00) P(N(0) = k — 1),

en bepaal vervolgens m.b.v. het voorgaande de verdeling van N(r) expliciet.

Opgave 2. Zij (Xp)nez, een Markov-keten met toestandsruimte I = {0,1,2,3} en
overgangsmatrix P = (pi;)i jer bepaald door

Po1 = 1; pio = P20 = P30 = P; P12 = P23 = P31 = ¢,

met zekere pe(0,1) eng:=1—p. -
(i). Bepaal de terugkeerverdeling (fég))nez 4 ffan toest“an‘zd 0, en laat zien dat de
gf Foo van deze rij gegeven wordt door ‘

2
S
Foo(s) = -2

1—gs .
(ii). Formuleer en bewijs de zuivere vernieuwingsvergelijking bij toestand 0, bepaz
met behulp hiervan en van (i) (en breuksplitsing) de n-staps overgangskanse
p(()g) met n € Z, en laat tenslotte zien dat
ny _ P
0 =y
(iii). Laat, onder gebruikmaking van een belangrijke stelling, zien hoe de in (ii)

vonden limietwaarde met de stationaire vergelijking gecontroleerd kan wor

lim p
n—0o0




Opgave 3. Beschouw een Markov-keten (X,)nez, met toestandsruimte I, startver-
deling a en overgangsmatrix P = (p;;).

(i). Formuleer de FLS voor (X,,) in het positief-recurrente geval, en laat kort zien
hoe dit bewezen kan worden; doe dit door (uitleg van en) een geschikte keuze
van b in de koppelingsongelijkheid (die u niet hoeft te bewijzen):

D Pu(Xn =j) - By(X}, =j)| <2P(Tx >n)  [neN;kell.
jel
Laat verder (X,,) recursief gedefinieerd zijn door [r* := max {r,0} voor r € R]

Xnp1 = (Xn —Yoy1)* [neZ,],

met Xy een Z_-waardige sv en Y3, Y, ... onathankelijk, ook onafhankelijk van X,

met P(Y; =1) =p en P(Y; = —1) = ¢ := 1 — p voor alle 7 en zekere pe (0,1).

(ii). Laat zien dat (X,,) inderdaad een Markov-keten is, en bepaal de matrix P.

(iii). Stel de stationaire vergelijking op voor een voor P invariante maat 1, vertaal
deze in een vergelijking voor de gf P(s) := Z;oosz' van 1, en laat, door
oplossing hiervan, zien dat P(s) gegeven wordt door P(s) = c¢- p/ — gs) met
zekere ¢ > 0. Wat is nu ¢; voor jel?

(iv). Laat zien dat lim, . IP,(X,, = j) voor alle j € I bestaat, en bepaal m.b.v. (iii)

de waarde van deze limiet.

. een Markov-keten met toestandsruimte I = {0, 1,2, 3,4, 5},
%, 0,0,0) en overgangsmatrix P = (p;;)i jer bepaald door

Opgave 4. Zij (X, )nez
startverdeling a = (é %
Poo = P24 = P25 = 3; Po1 = Po2 = g; Po3 = Ps2 = 35 P13 = 1;

_ 1, — _ 2.
D31 = P45 = 3; P33 = P42 = 35 P54 =

>

Zij C de klasse van toestand 1 en C9 die van toestand 2.

(i). Bepaal C; en C3, en laat zien dat beide klassen recurrent zijn.
(ii). Bewijs, door uitsplitsing naar de waarden van X1, de bekende eigenschap dat de
intreekans fo3 voldoet aan de vergelijking fos = ), ; Pok fx3, bepaal hiermee
de waarde van fop3, en laat tenslotte zien dat f,3 = g.
(iii). Waarom geldt voor de intreekansen f,c, en foc, dat fao1 + fa(;z = 17 Bepaal
nu fq; voor alle jeCy U Cy. L \.
(iv). Bewijs dat de keten een limietverdeling 1 heeft, en bepaal ’Q/)g d00r bepahng van

een geschikte invariante kansmaat.
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Opgave 1. Beschouw de vrije Bernoulli-wandeling (Sy)nez, met parameter p (en
met So = 0). We willen de verdeling (gx)rez, van de intreetijd I; van toestand 1
uitdrukken in de verdeling (fi)xez, van de terugkeertijd 7 van toestand 0. Definieer
daartoe u, := P(S, =0) voor neZ,, en zet ¢ :=1—p.
(i). Geef (zonder bewijs) de zuivere vernieuwingsvergelijking, en bewijs het volgende
speciale geval van de gemengde vernieuwingsvergelijking:

P(S, =1) :ngun_k [neZy].
(ii). Bewijs door midde{c:;n een combinatorische methode dat
P(S; =1; Spy1 =0) =P(S; = —1; Spy1 =0) [neN],
en laat vervolgens met behulp hiervan zien dat
Un+1 = 2¢IP(S, = 1) [neZ,).

(iii). Bewijs, door combinatie van (i) en (ii) en door gebruik van genererende functies,

dat
1

gk=%fk+1 [keZy]
(iv). Bepaal IP(S, < 0 voor alle ke N); doe dit met behulp van (iii) en van een
bekende eigenschap van 7. Wat is nu IP(S, < 0 voor alle ke N) ?

Opgave 2. Zij (Xn)nez, een Markov-keten met toestandsruimte I, startverdeling a
en overgangsmatrix P = (p;;)i jer- Neem j eI vast, en zij C de klasse van j.
In deze opgave stellen we een vijftal bekende eigenschappen aan de orde.

(i). Geef (zonder bewijs) een noodzakelijke en voldoende voorwaarde in termen van

de overgangskansen pg-?)

(ii). Bewijs met behulp van (i): als j voorbijgaand is, is ook elke i € C' voorbijgaand.
(iii). Zij N(j) := #({neN : X,, = j}) het aantal bezoeken aan j. Druk IE,N(j) uit
in de overgangskansen p((:;.) met n e N, en bewijs vervolgens met behulp van (i)

met n €N opdat j voorbijgaand is.

en van de gemengde vernieuwingsvergelijking:
(n) _

Jj voorbijgaand = IE,N(j) <oo en lim p,;
- 00

Zij m een invariante kansmaat voor P, en zij S(w) de drager van .
(iv). Bewijs met behulp van (iii): j voorbijgaand = Cn S(w) = 0.
(v). Bewijs: jeS(r) = C C S(n).
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Opgave 3. Zij (X,)nez, een Markov-keten met toestandsruimte I en overgangs-
matrix P = (pij)ijer-
(i). Zoals bekend geldt voor iedere klasse C: C is recurrent = C is een fuik. Bewijs
nu dat ingeval #(I) < oo ook de omgekeerde implicatie geldt.
Veronderstel verder dat I = {0,1,2,3,4,5} en dat P bepaald wordt door
Poi = Pos = P22 = %, Po2 = P31 = P35 = %,
P15 =pa2=1, poa=3, ps3 =2, pss = 3.
Laat C; de klasse van toestand 1 zijn en Cy die van toestand 2.
(ii). Schrijf P in matrix-vorm, bepaal C; en C2, en toon met behulp van (i) aan
dat C; en Cs positief-recurrent zijn.
(iii). Bepaal de invariante kansmaten 1) met drager Cy en 7(? met drager Cs.
Veronderstel dat de startverdeling a gegeven wordt door a = (2,1, 2,0,0,0).
(iv). Laat zien dat de intreekans f,3 gelijk is aan % Waarom volgt hieruit dat f,; = %
voor alle j e C1 UCy? Aanwijzing: bezie de intreekansen f,c, en fuc,-
(v). Bewijs dat de keten een limietverdeling heeft en bepaal deze limietverdeling
expliciet.

Opgave 4. Zij (X, )ncz, een Markov-keten met toestandsruimte I = N, startverde-
ling a en overgangsmatrix P = (p;;); jer bepaald door

fi ,alsi=1lenjel,
Dbij =
I 1 ,alsi>2enj=i—1,

waarbij f = (fr)ken een (niet-defectieve) kansverdeling is op N met alle fi > 0.
(i). Geef P in matrix-vorm weer, en laat zien dat P irreducibel en aperiodiek is.
(ii). Stel de voor P stationaire vergelijking op voor een invariante maat v = (¥;)jer,
vertaal deze vergelijking in termen van de genererende functie (gf) P van ¢ en
de gf F' van f, druk P uit in F, en concludeer dat 1 invariant is voor P als en
alleen als voor zekere ¢ > 0

’gbj:Cka []EI]
k=j

(iii). Laat zien dat met behulp van (ii) een noodzakelijke en voldoende voorwaarde
in termen van de verwachting p bij f gegeven kan worden opdat de keten een
limietverdeling heeft; wat is deze limietverdeling?
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Opgave 1. Beschouw de vrije Bernoulli-wandeling (S, )nez, met parameter p [niet
noodzakelijk gelijk aan 3] (en met Sy = 0). We willen voor neN de fluctuatie-kans

uitdrukken in de (bekende) terugkeerkansen f, := IP(7 = n) met neN; hierbjj is 7
de terugkeertijd van toestand 0.

(1). Bewijs door middel van een combinatorische methode dat
P(S1>0;+; 821> 0,8, =0)=1f, [n > 2],

en laat met behulp hiervan en door uitsplitsing naar de waarden van S, zien
dat en hoe a,_1 voor n > 2 uitgedrukt kan worden in o, en f,.

(ii). Zij A de genererende functie (gf) van de rij (an)nez, met og := 0, en zij F de gf
van (fn). Druk eerst, met behulp van de in (i) gevonden recurrente betrekking,
A uit in F, en laat vervolgens hiermee zien dat

an:p"%z.fi [neN].
=1

(iif). Bepaal IP(VkeN: Si > 0) expliciet in termen van p; doe dit met behulp van (ii)
en van een bekende eigenschap van 7. Wat is nu P(VkeN : S > 0), dus de
kans dat de wandeling zich voortdurend aan de positieve zijde van de tijdas
bevindt ?

Opgave 2. Zij (X, )nez . een Markov-keten. Neem twee verschillende toestanden 4

en j; start de keten in i, en noteer, zoals gebruikelijk, met f;; de kans dat j ooit

vanuit ¢ bereikt wordt, en met N(j) het aantal bezoeken aan j.

(i). Bewijs: i~j <= IE;N(j) > 0.

(ii). Bewijs de bekende eigenschap dat ook: i~»j <= f;; > 0.

(iii). Geef met behulp van de beide vernieuwingsvergelijkingen een kort bewijs van
de bekende eigenschap dat als i ~»j: j voorbijgaand <= IE;N(j) < co.

(iv). Zij j voorbijgaand. Laat dan, door beschouwing van de complementaire even-
tualiteit en uitsplitsing naar het laatste moment waarop de keten zich in j
bevindt, zien dat ]B-(N () = oo) geschreven kan worden als

F(N(@j) = o) = fij = (1= f3;) EiN(j),
en laat vervolgens met behulp van (iii) zien dat E;N(j) = fi; /(1 — fi;)-
(v). Bepaal E;N(1) ingeval (X, ) de Bernoulli (p)-wandeling is met absorberende

grens 0. Aanwijzing: Merk op dat fo; = f10, en gebruik de bekende uitdrukking
voor de absorptie-kans fip.
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Opgave 3. Zij (X,)nez, een Markov-keten met toestandsruimte I = {0,1,2,3},
startverdeling a en overgangsmatrix P = (p;;) jer bepaald door

Poo = §; Poi = P31 = P32 = ; Doz = P22 = 3; P23 = 2 po=1.

(i). Schrijf P in matrix-vorm, geef het 1-stapsschema, en laat op grond van lou-
ter qualitatieve overwegingen (dus zonder berekeningen) zien dat toestand 3
positief-recurrent is.

(ii). Bepaal de verdeling van de terugkeertijd 73 van toestand 3, en laat zien hoe
hiermee de recurrentie van 3 gecontroleerd kan worden.

(iii). Bepaal alle voor P invariante kansmaten.
(iv). Bewijs dat de limieten ; := lim,_,oc Pp(X, = j) met j € I bestaan, en bepaal
de 1;’s expliciet (eventueel uitgedrukt in a).

Opgave 4. Beschouw het proces (X, )nez, , recursief gedefinieerd door
Xot1=Xn =Y )T +1  [neZy],

waarbij Xo, Yo, Y1, ... onafhankelijk zijn, Y, 4y voor alle n met P(Y = k) =pqg*
voor keZ, en met zekere pe (0,1) en q := 1 — p, en v+ := max {r,0}. Dit proces
kan geinterpreteerd worden als een wachtrij-proces met een naar 0 verschoven geome-
trische bedieningsverdeling en een instroom van één klant per tijdseenheid.
(i). Laat zien dat (X,) een Markov-keten is met toestandsruimte I = N en over-
gangsmatrix P = (p;;) bepaald door

{ qt ,alsieNenj=1,

Dij = - . . .

pgtItl alsieNen2<j<i+1.

(ii). Schrijf P in matrix-vorm, en stel de voor P stationaire vergelijking op voor een
maat P = () jer-

(iii). Zij ¥ = (¥j)jer de maat met ; = af, voor zekere @ > 0. Laat zien dat 7
invariant is voor P als en alleen als a = p/q.

(iv). Zij ¥ = (¥j)jer een voor P invariante maat met gf P: P(s) = Z;’il ;7. Stel
voor s € (0, ¢q) met behulp van (ii) een vergelijking op voor P(s), los deze op, en
concludeer dat 1, op een (multiplicatieve) constante na, gegeven wordt door de
in (iii) gevonden invariante maat.

(v). Bepaal de waarde(n) van p waarvoor de keten een limietverdeling heeft, en
bereken deze limietverdeling expliciet (in termen van p en eventueel de startver-
deling).
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