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Eindcijfer = 1 + totaal
4 .

1. Zij V de vectorruimte bestaande uit alle complexwaardige functies f(t) op [0, 2π] die de
vorm

f(t) =
2∑

k=−2

f̂keikt

hebben, waarbij f̂−2, . . . , f̂2 complexe getallen zijn. Op V is het inwendig product
gedefinieerd door

〈f, g〉 =
∫ 2π

0
f(t)g(t)dt.

Zij D : V → V gedefinieerd door aan een functie f zijn afgeleide toe te voegen, met
andere woorden D(f) = df

dt .

(a) Toon aan dat B = {b1(t), b2(t), . . . , b5(t)}, waarbij bk(t) = ei(k−3)t, een orthogonale
basis is voor V .

(b) Bepaal een orthonormale basis U voor V .

(c) Zij f(t) = cos(t). Schrijf f als combinatie van de vectoren uit U en bereken ‖f‖.
(d) Bepaal de eigenwaarden en bijbehorende eigenvectoren van D.

Hint: Wat is Dbk?

(e) Bewijs dat de geadjungeerde D∗ van D gelijk is aan −D.
Hint: denk aan partieel integreren of gebruik [D]U .

2. Zij P : Cn → Cn een projectie. Bewijs dat etP = (I − P ) + etP.

Hint: Wat is Pn als P een projectie is?

Z.O.Z.
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3. Zij U = {u1, . . . , un} een orthonormale basis van Cn en {λ1, . . . , λn} verschillende reële
getallen. Zij A de n× n matrix die gegeven wordt door A =

∑n
k=1 λkuku

∗
k.

(a) Toon aan dat A zelfgeadjungeerd is.

(b) Bepaal de eigenwaarden en bijbehorende eigenvectoren van A.

4. Zij

A =


2 2 2 2

−1 −1 −3 −3
1 0 2 2
0 1 1 1

 .

Gegeven is dat de eigenwaarden van A de getallen 0 en 2 zijn.

(a) Bereken een diagonaliseerbare matrix S en een nilpotente matrix N zo dat A =
S + N en SN = NS.

(b) Bereken etS , etN en druk etA uit in etS en etN .
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