
Faculteit der Exacte Wetenschappen tentamen Voortgezette Lineaire
Vrije Universiteit Algebra voor studenten Wiskunde
24–10–2005 Duur: 2 uur

Normering:
1a : 3 ; 2a : 1 ; 3a : 2 ; 4a : 7 ;
b : 4 ; b : 1 ; b : 4 ; b : 5 .
c : 3 ; c : 1 ;
d : 3 ; d : 2 ;

Eindcijfer = 1 + totaal
4 .

1. Zij V = IP3(R) met het Hermitische product

〈p, q〉 =
∫ 1

−1
p′′(t)q′′(t)dt + p(0)q(0) + p′(0)q′(0),

waarbij f ′(t) en f ′′(t) voor de eerste en tweede afgeleide van f(t) staan.

(a) Toon aan dat het Hermitische product 〈p, q〉 positief definiet is en dus dat V
daarmee een Euclidische ruimte is.

(b) Bepaal een orthonormale basis U van V .

(c) Zij de lineaire transformatie D : V → V gegeven door

D(p(t)) =
p(t)− p(0)

t
.

Bepaal de matrix [D]U van D ten opzichte van U .

(d) Bepaal de matrix van de geadjungeerde D∗ van D en bepaal hiermee D∗(t + 2t2).

2. Zij V en W eindig dimensionale vectorruimten met dim V = n en dim W = m. Zij
T : V → W en S : W → V lineaire transformaties. Gegeven is dat de compositie
T ◦ S : W → W inverteerbaar is.

(a) Toon aan dat dim Im (T ◦ S) ≤ dim Im S.

(b) Leidt uit onderdeel (a) af dat dim Im S ≥ m .

(c) Toon aan dat dim Im S = m en bereken dim Ker S.

(d) Zij P = S ◦ (T ◦ S)−1 ◦ T . Toon aan dat P een projectie is.

Z.O.Z.
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3. Gegeven is de matrix

P =


1
2 0 0 −1

2
0 1

2 −1
2 0

0 −1
2

1
2 0

−1
2 0 0 1

2

 .

(a) Toon aan dat P de matrix van een orthogonale projectie is van C4 met het stan-
daard inwendig product.

(b) Bepaal Ker P , Im P , Ker (I − P ) en Im (I − P ).

4. Zij

A =

 −2 −3 4
−3 −1 3
−4 −3 6

 .

Gegeven is dat de eigenwaarden van A de getallen −1 en 2 zijn, en de bijbehorende
eigenruimten worden opgespannen door respectievelijk (1, 1, 1) en (1, 0, 1).

(a) Bereken een diagonaliseerbare matrix S en een nilpotente matrix N zo dat N =
A− S en SN = NS.

(b) Bereken etS , etN en druk etA uit in etS en etN .
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